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A mis padres.
A guileres supleron escucharme.

A guienes me sintierar mé&s aca de la amistad.



iQué es el tiempo? Un misterio sin realidad propia vy
omnipotente. Es una condicién del mundo fenomenal, un movimiento
wezclado v unido a la exislencia de los cuerpos en el espacio Yy
a su movimiento. Pero Zhabria tiempo =i no hubiese movimiento?
/Es inttil preguntar’/ (Es el tiempo funcién del espacio? (0 es lo
contrario? /Sen ambos una misma cosa? /Es inttil continuar pre—
guntande’/ Ei tiempo es activo, produce. ZQué produce? Produce el
canb;o. El ahora no es el] entonces, el aqui no es el alli, pues
entre ambas cosas existe siempre el movimiento. Pero como el
movimiento por el cual se mide el tiempo es circular y se clerra
cobre sf mismo, ese movimiento y ese cambio se podrian calificar
perfectamente de reposo y de inmovilidad. £l entonces se repite
=in cesar en el ahora, y el alld se repite en el aqui. Y como,
por otra parte, a pesar de los mé&s desesperados esfuerzos, no se
ha podido representar un tiempo finito ni un espacio limitado, se
ha decidide creer que el tiempo y el espacie son eternos e Iinfi-
nitos con la esperanra de consegulir una explicacidn mas perfecta.
Pero, al establecer el postulado de lo eternc y lo infinito, <Zne
se destruve légica y matematicamente tode leo fimito y tode lo
limitado? iNo queda todo reducido a cero? (Es posible una suce—
<ién en lo eterno? :iEs posible una superposiciédn en lo Infinito?
iCémo poner de acuerdo estas hipbtesis auxiliares de lo eterno vy
de le infiniteo con los conceptos de distancia, movimiento y
cambio? gﬁo-queda ma&s que la presencia de los cuerpos limitados

en el universo? /Es inutil preguntar/

Thomas Mann. LA MONTARA MAGICA (VI Cambios).




_Figuraos que el tienpo.gira en urna rueda cuyo diameiro es
infinito; bajo esta rueda inmensa hay una multitud innumerable de
ruedas, unas dentro de otras; la del centro es imperceptible, Y
da un nimero Iinfinito de vueltas precisamente en el mismo tiempo
en que la rueda grande no da ma&s que una. Claro es que todas las
cosas, desde el principio hasta el fin del mundo, pueden aconte-—
cer sucesivamente en mucho menos tiempo Ggue la milésima parte de
un segundo, y puede afirmarse que en efecto es asi.

_H; entiendo nada _dijo Rustan.

_Si queréis _prosiguié Topacieo_. tengo un papagayo que Os lo
hara comprender fTécilmente: nacié algin tiempo antes del Diluvio;
estuvo en el arca, ha visto mucho; sin embargo, no tiene mas que
afo vy medio de edad: é1 os contara su historia, que es muy Inte-
resante.

_Id en seguida a buscar vuestro papagayo _ordend Rustan_; él

me divertira hasta que pueda volverme a dormir.

Voltaire. EL BLANCO Y EL NEGRO.



_Fvidentewente _prosiguié el Viajero a través del Tiempo_
todo cuerpo real debe extenderse en cuatro direcciones: debe
tener Longitud, Anchura, Espesor Y ... Duracidén. Existen en
realidad cuatro dimensiones. tres a las que llamamos planos del
Espacio, y una cuarta, el Tiempo. Hay, sin embargo, una tendencia
a establecer una distincién imaginaria entre las tres prieeras
dimensiones y la altima, porque sucede que nuestra conscienclia se
mueve por intermitencias en una direccién a lo largo de la altima
desde el comienro hasta el fin de nuestras vidas.

_Eso _dijo un wmuchacho muy Joven, haciendo esfuerzos es-—
pasmbédicos para encender de nuevo su cigarro encima de la lampa-

ra_, eso ... es, realmente, muy claro.

H. G. Wells. LA MARUINA DEL TIEMPO (Capitulo primero).

and yet, and yet ... Negar la sucesién tenbnral, negar el
vo, negar el universo astronémico, so0n desesperaciones aparentes
v . consuelos secretos. Fuestro destinoe (a diferencia del Iinfierno
de Swedenborg y del infierno de la =miteclogfa tibetana) neo es
espantoso por Irreal; es espantoso parque es irreversible v de
hierro. EI tiempo es la sustancia de que estoy hecho. EI tieepo
es un rio que me arrebata, pero yo soy el rio; es un tigre que =me
destroza, pero ve soy €l tigre; es un fuego que me consume, pero
vo soy el fuego. EI mundo, desgraciadamente, es real; vyo,

desgraciadamente, soy Borges.

Jorge Luis Borges. NUEVA REFUTACION DEL TIEMPO

en Otras Inquisiciones).
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Introduccién.

Marshall definié la economia en sus Principios (1890) como -
"{...) un ecstudio de 1la Humanidad segun ella wvive, se »aueve VY
piensa en los asuntos ordinarios de la vida: pero trata princi-
palmente de aquellos méviles gue afectan de un modo mas intenso y
constante a la conducta del hombre en la parte comercial de su
vida." (#®).

En esta definiciédn, gque incorpora la cualidad del movimien-—
to péra su objeto de estudio, esta implicito el ¢tiempo. No se
propone un concepto para définirle, pero no se le descuida al
proponer un patrdén de medida para el objeto de estudio vy al
describir los distintos méteodes que constituian la base de'la
moderna disciplina gue, a su Jjuicio, merecia contarse entire las
que compenian el conjunto de las cieﬁcias.

Froponia para la eccnnmié un patron euanti%atiuo con £1 cual
medir i1a fuerza de los méviles de los hombres en actividad comer-—
cial: el dineroc. Marshall reconocia que la medicidn de un mévil
por medio del dinero era indirecta, que asigriaba el mismo vagor
en términbs cuantitativos a los placeres v doelores gue distintas
personas podian comprar o deblan pagar a otras, al darles el
valor de un chelin, vy que estas personas seguramente los senti-
rian con distinta intensidad si se comparaban con otras en el
mismo lugar, en otros lugares y consigo mismas en estadoes dife-—
rentes o momentos del tiempo distintos. Sin embargo, pussto que
para facilitar el tratamientoc cientifice de los problemas econd-

micos era preciso disponer de un patrén de medida, se utilizaria



el dinero para medir indirectamente aquellos mdviles, sin
calificarlos moralmente, cuya acciédn fuera tan regular en el

promedio de las personas de carne y hueso, en un lugar y tiempo

determinados, aque su comportamiento pudiera predecirse de modo

que el calculo de las fuerzas motrices que desata en la Viaa
diaria pudiera comprobarse con lo ocurrido realmente.

Para saber cdmo calcular dichas fuerzas, era necesario
disponer de un métode que permitiera descubrir las relaciones de
causa vy efecto que explican la interdependencia de los hechos

economicos conocidos y por conocer, con la intencion de formular

leyes econémicas, esto es, manifestaciones agenerales de tenden-—

cias, ma&s o menos seguras, mas o menos definidas, referidas a

lineas de conducta que asumiria un cuerpo social en determinadas

circunstancias, cuando 1a fuerra de 1los principales mévile=
pudiera medirse mediante un precio en dinerao.

Un métode particular no existia, pero podian utilizarse los
diversos métodos existentes O su combinacidn cuando tal cosa
resultara apropiada. Fara ello, eran importantes dos considera—
ciones.

La primera, referida al objeto de estudio. Era necesario
aceptar, contrariamente a lo supuesto por.Ricardn, que los seres
humanos no eran iguales entre =i ni consigo mismos, cuando se les
comparaba en distintaos paises y tiempos, y mucho menos iguales &l
hombre supuestc por el economicsta.

La segunda, referida al tipo de razonamiento a aplicar para
explicar el_pagada Y predecir el future. Marshall escribid que
tales operaciones no son diferentes, sino una misma, efectuada en

direcciones opuestas: 1la primera de efecto a causa
. k]

A

y la segunda

ii



de causa a efecto. Si se lograse explicar pertectamente el pasa-—
do, bastaria una Fazonar de manera inversa para predecir perfec-—
tamente el futuro.

Sobre ectas dos consideraciones se basaba ia egcugencia de
los‘aspectos metodol dgicos pertinentes a elegir en otras disci-
plinas.

Para conocer 1las causas individuales e inferir leves, =e
razonaba mediante Induccién, realizada sobre hechos adecuadamente
seleccionados vy agrupados. Luego, relacionando distintas leves
obtenidas de igual manera, se conseguian lJeves mas gereral ec
utilizando 1a deduccidn. Para verificar la validez de estas
leyes, se retornaba al proceso Inductive, que se iniciaba con 1la
recopilacién de nuevos hechos relevantes. Las Cadenas de deduc—
ciones no debian ser muy largas, sino cortas Y esilabonadas.

La seleccitn e interpretacion de los hechos era dificil,
puesto que podian tomarse conjuntaos incompletcs de eliocs v
desconocersze irelaciones de precedencia e importancia, v, sobre
tales celecciones, podian proponerse relaciones de causalidad
erroneas gue cenduieran a deducciones no exelicativas del
acontecimiento estudiado. Cuando esto ocurre estudiandg el
pazado, la historia permite detectar 1las conclusiones erradas,
PEro cuando ocurre prediciendo el fTuturao pueden causarse males,

La aceptacion de lacs diferencias entre pobrecs Y ricos,
ciudadanos vy campesinos, e ingleses Y No ingleses, y los cambios
en las costumbres e ;nstitucionea, senal ados por los socialistas,
provocaron cambiné en la concepcién de los problemas Y en los

metodos para estudiarlos. Ya no parecia conveniente el uso exclu-

13



civo del métode de la fisica, cuyos supuestos utilec eran la
invariabilidad de la materia en el tiempo Yy el espacio, Y la.
nfacilidad" para aplicar razonamientos deductiveos v lenguaje
matematico.

él desarrollo de la biologia permitié cambios de concepcion,
puesto que los bidlogos postulaban que, consideranan su creci-—
miento, la materia organica cumple diferentes.etapas de desarvo-
l1lo, por lo que las leyes de la ciencia no seran aplicables a
rada una =i son iguales. Cada coniuntoc de leyes debe correspon—
derse con cada una de las etapas del desarrolle.

Samuelson afirma (1953) que los intentos de Marshall por
utilizar los conceptos de gvulucién y desarrollo bioldgico para
incorporar el tiempo en el estudio del desenvolvimiento econdomi-
co fueron decepciocnantes, y que el uso del meétodo de la fisicsa
causa problemas al intentarse encontrar conceptos econdmicos
correspondientes a los fisicos (#). For ello rechaza el uso de
tales analogias vy propone revisar directamente las teorias econo-—
micas que se ocupan del problema.

Fara su tiempo, apar-te de las teorias clasicas, Yy en oca-—
siones como su continuacién o reexposicion, se hallaban desarro-—
llados conjuntos de teorias elaboradas mediante los analisis
estatico v estatice comparativoe. En ambos se postulaban la forma
v estructura de las leyes que determinan el comportamiento de
variables escogidas, interrelacionadas en modelos, esto es,
sistemas ldgicos propuestos como simplificacicnés de la reali-
dad. En ambos se partig del supuesto de existencia de un equili—

(¥) VYer Samuelson, 1957, pag. 324..



brio para el modelo, es decir, de una situacion tal que no exis—
tieran tendencias para su cambio. En el primero, se suponia
constancia de las variables exdgenas ai modelo. En el segundo, se
investigaban los efectos de variaciones en las variables exdoge—
nas, comparandoe las situaciones de equilibrio antes y después del
cambio., 5I el equilibrio ze alcanraba después del cambio. Ambos
analisis eran atemporales, porgue nc indicaban nada sobre 1la
duracion ael proceso y ni sobre la accesibilidad del equilibrio,
determinada tras considerar el movimiente de las variables del
modelo durante el transcurso del tiempo.

Fara Samuelson, esto fue sdlo una tarea preliminar. Fropuso
una definicidn pafa sistemas diramicos y una clasitficacion para
tales cicstemas. Ademas, enuncid una relacion explicita entre
estatica comparativa y dinamica, haciendo hincapié en el estudio
de la estabilidad dinamica de los equilibrios dinamicos.

Samuelson escribe que "{...)} un sistema es dinamico =5I =u
conducta en el tiempo estd determinada por las ecuaciornes
funcionales en las cuales e=ztan nvolucradas en tTorma “esencial”
lasz “wvariables en diferentes p;n%es del tiempo.” (¥j. Fara su
estudio se hacen necesarias ecuaciones en ditfterencias +finitas,
ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales, funcionales mas
generales y tipos mixtos. Todas sllas resul tado dg la investica—
cion de astronomos., fisicos v matematicos de siglos pasados.

‘Clasifica los sistemas en seis grupos, considerando su
relacion con la definicidn previa:

1. Estatico y estacionario: sistema estatico donde 1la

(%) ' Ver Samuelson. 1957, pdg. 326.



variable dependiente del tiempo permanece constante, o mantiene
un comportamiento que se repite periddicamente en el tiempo.

2. Estatico e histérico: sistema estatico donde la variable
dependiente del tiempo es exdédgena al modelo.

3. Dinamico y cavzal: sistema dinadmico cuyo comportamiento
depende sdlo de las condiciones iniciales y del tiempo transcu-—
rrido.

4. Dindmico e histdrico: sistema dindmico y cavial
incamb]etﬁ: alguna de las variables dependientes del tiempo es
exdgena.

3. Estocastico vy no histodrico: sistema dinamico que conside-—
ra la incertidumbre. cuyoc comportamiento depende sdlo de 1las
condiciones iniciales, del tiempo transcurrido y de las carac-—
teristicas de variables aleatorias incorporadas, gue varien con
el tiempo en forma "esencial”.

4. Estocastico e histdrico: sistema estocastico vy cavsal
incompleteo: alaguna de las variablez dependientes del tiempo es
exggena.

El trabajoc de Samuelson, contenido en sus Fundamentos de

Analisis Econdmico, es de una notable dificultad matematica. Sin
embarge, su planteamiento de los problemas dindmicos parece
justificar intentar comprender el método de las ideas expuestas
en su libro.

En estas paginas se intenta adelantar un poco en el estudio
de las herramientas bésicas para comenzar la lectura de tales
ideas. No se ha escogido la exposicidn de las ecuaciones en
diferencias finitas, basicas en la obra de Samuelson y muy ut{li—

zadas en las teorias econométricas, por una preferencia personal



sobre la concepcidn continua del tiempo. Ademds, porque tal
estudic puede hacerse postericrmente, aprovechando los resultados
obtenidos en este trabaio sin las dificultades inherentes al
calculo.

Fara comprender locs puntos matemdticos tratados en este
trabajo, se necesitan, adema&s de conccimientos generales sobre
calculeo, familiaridad con las 1llamadas funciocnes elementales:
polinomiales, éxponencialeg, logaritmicas vy trigonométricas.
Tedos los antecedentes necesarios pueden encontrarse en los
libros mencionados en la bibliografia.

El tratamiento de las ecuaciones diferenciales no lineales
de orden superior, y de los sistemas de ecuaciones d}+erenciales
rno lineales de primer orden es superficial en estas paginas,
puesto gque su eﬁpmsitibn requiere de conocimientos matemiaticos
superiores a los del autor. Sin embargo, debe recaltarse 1a
importancia que Samuelson afirma tiene su estudio.

Los modelos gue ilustran las aplicaciones econémicas 1as
ecuaciones diferenciales en este trabajic fueron seleccionados de
ios libros cnnsﬁltadas, y expuestos casi de la misma manera como
fueron leidos, intentando s6lo aclarar los puntocs mas dificiles e
integrandoles a lo expuesto en paginas anteriores. Estos modelos
son del tipo dinamico y causal, segun la clasificacién de Samuel —
son. :

Mada de cuanto pueda leerse aqui es originai. Alqunas de las
ideas expuestas tienen mds de trescientos afos. For ello, consi-
dero gue el uUnico mérito que podria tener este trabajo, si lo
tuviera, seria el de una relativamente clara, completa y sintéti-

ca exposicidn de los temas seleccionados.
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CAPITULO I.

ECUACIONES DIFERENCIALES: ASPECTOS GENERALES.

a. Definicidn:

Una ecuacidn diferencial es uné ecuacidn que relaciona una
funcidn desconocida con al menos una de sus derivadas v ofras
datos {(funciones conocidas, por ejemplo), y gue se considera
resuelta completamente cuando se determina de forma explicita la
funcipn desconocida. Si esta es una funcidén de dos variables, y
la variable independiente es el tiempo, la funcién desconocida
describe la trayectoria temporal de la variable dependiente.

Cuando puede expresarse explicitamente la funcidn desconoci-—
da , esta contienmne uno o mds coeficientes constantes
"arbitrarios". Para determinar los valores de estas constantes es
necesario disponer de informacidn adicional a la ecuacién. Esta
informacidn es llamada condicién Inicial o condicidén de contor-—
ne. Dependiendo de i se cuenta o no con dicha informacidn,
pueden distinguirse dos tipos de solucidn para cada ecuacidn
diferencial, estrechamente relacionados.

Mientras noc se definan los wvalores de las constantes, la
funcion es una solucidn gerneral de la ecuacidn diferencial, ;
constituye el conjunto de todas las soluciones posibles para la
variable dependiente. Cuando se definen dichos valores, la fun—
cidn resultante, llamada sclucidn particular, es una de todas las
que pueden formarse a partir de la solucidn general.

Lograr una solucidn expresada como una funcidn explicita es
muy dificil en la mayoria de los casos. 5in embargo, es posible
lograr informacién Gtil sobre muchas soluciones por medio de

funciones implicitas {(que no contengan derivadas de la funciodn



desconocida) , representaciones graficas del comportamiento cuali-—
tativo de la funcidn desconocida vy aproximaciones de diversos
tipos.
b. Clasificacidén y notacidn:
b.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias: si la funcidn descono-
cida depende de una unica variable, la ecuacidn contiene sélo
derivadas ordinarias. Puede escribirse como:
‘ Bty vs ¥ 5 secs P 00E = 0
donde t es la variable independiente y y es la funcidn
desconocida, cuya relacién con ¢ se nota por medio de y = fF(t).
lLas expresiones ¥ . ..., y("} indican deriwvadas del primer orden
al p-ésimo orden, con respecto a t, correspondientes a la funcidén
desconocida. Fueden escribirse también como ¥ (), ..., £(n ¢ce).
En las paginas siguientes se supondri siempre posible despe-
iar

y(”) de la ecuacidn, pudiendo escribirse esta como

y(n) = Et¥s Yo Y csos y(nnl)}_

La ecuacidn diferencial mas sencilla s aguella donde . el

miembro de la derecha depende sdlo de ¢, siendo la ecuacidn
\/t"n) = Fed).

Una ecuacidn de esta forma se resuelve con n integraciones
sucesivas, calculables generalmente por medio de funciones ele-—
mentales. Debe resaltarse que, con cada integracidn, se incorpora
una constante ¢ a la expresion resultante. Asi, al concluir las n
integraciones, la expresion solucidn contendréa n constantes o
ik = 1, 2, ..., n), aditivas o multiplicativas. §8i, dada una

candicidn Inicial, se obtienen valores para dichas constantes, se

determina una solucidén particular de la ecuacidn. En caso contra-—

I



rio, la solucidén ser& general. Esto sera expuesto en detalle
posteriormente.
b.l.1. Ecuaciones diferenciales lineales: si una ecuacidn dife-—
rencial
Flty Yo ¥'¢ 2cvy ‘/fn}) =
puede escribirse de la forma
Poltd .y B & pyces .y 08 o . » Poog(tley’ # P Ct).y = G(¥)

se dice gue es lineal de n—ésimo orden u orden superior, corres-—
pnndiéndo el orden de la ecuacidn al de la derivada de mayor
orden en ella. Notese que la funcidn y sus derivadas aparecen
elevadas & la primera potencia, y que no hay productos de la
forma y.y' . Se supondr& en las siguientes paginas que FPrh, eeey
Fps ¥ G son funciones continuas de valores reales scbre un inter-
valo I (¥), y que Py nunca se anula en dicho intervalo. Diwi—
diendo la ecuacidén preescrita entre Pp(tl?, se obtiene

yod 4 pf(t}_},(n‘_j} £ oeas P g )iy’ # p ),y = g(R),

Este tipo de ecuaciones puede clasificarse de cuatro maneras
basicas, dependiendo de =i las funciones prs llamadas coeficien-
tese o parametros de la ecuacidn diferencial, son constantes (#%#%) -
o no, vy de si la funcidn g, llamada término de la ecuacidn dife-—
rencial, es idénticamente nula o no. Si ¢ es idénticamente nula,
la ecuacién diferencial es llamada homogénea. En caso contrario,
es llamada no homogénea. En una ecuacitn de este tipo el término

(x) El intervalo I puede ser (~% , +®), [a, +00), {(a, +00),
t-m , b)), (=, B, E&y Bl (ay BT, G£a; b)Y, (a, b)), donde
a < b. 81 I es acotado, incluye sélo los Gltimos cuatro tipos.

{(#%) Cuando las funciones Py sean constantes, se notardn
como ay; para £ = 1, By si..4 na

A



g puede ser constante o no. Como se intentaré& exponer mas ade-—
lante, lograr una solucidn de una ecuacitdon no homogénea depende
de la posibilidad de encontrar una solucidn para la correspon-—
diente ecuacidn homogénea.

Un problema con ecuaciones diferenciales lineales de n—ésimo
orden se dice que es de valores Iiniciales si se asignan valores a
la funcién y y a todas sus derivadas de orden menor a n en el
punto "inicial® ¢,, esto es, si se define una condicién inicial.
Su salucién es llamada particular. En ecuaciones de este tipo
puede demostrarse siempre que la solucidn particular existe, es
tinica vy puede expresarse explicitamente.

51 no se asignan los wvalores de la condicidén inicial, la
solucidn de la ecuacidn es llamada gerneral, porgue contiene toda
la familia de soluciones particularesz posibles.

b.1.2. Ecuaciones diferenciales no lineales: toda ecuacidn dife-—
rencial ordinaria que no pueda escribirse como ecuacidn lineal es
de este tipo. Estas ecuaciones pueden tener mas de una solucidn
particular para la misma condicidn inicial. Son mas dificiles en
todos los aspectos, por lo que los métodos indirectos, aproxi—
mativos y graficos suelen ser mas apreciados que las funciones,
implicitas principalmente, ' que puedan cbtenerse al tratar de
resolverlas,

- 2 Ecuaciones diferenciales parciales: si 1a +$aun-~
cidn desconocida depende de mas de una variable, la ecuacién
contiene derivadas parciales, inc]qyéndcse en esta categoria. En
las préximas paginas no se encontrard ninguna referencia a los

metodos desarrollados para determinar su solucidn.



c. Ecuaciones diferenciales, equilibrio y estabilidad.
En la teoria de las ecuaciones diferenciales, un &anjunto

(Yee Ye ! €5 denominado punte critice o punte de equilibrio si

Ye = @, esto es, si y, constituye una selucién constante de la
ecuacion diferencial, y, ademas, y.,” es finita cuando y," = 0. En

textos de economia matematica se llama al punto critico nivel de
equilibriao Intertemporal o equilibrio estacionario.

Fuede encontrarse una definicidn adicional en estos textos.
Se dice que si y, = ¢g, donde ¢ es una constante, la funciodn
Ye = @-t @s un equilibrio névil o en movimiento. En lo sucesivo
nos referiremos sdlo a puntes de equilibrio, v no a funciones de
equilibrio, a menos que lo indiguemos explicitamente.

Si existen soluciones del primer tipo, puede suponerse a la
funcidn y con el valor constante y, permanentemente. Sin embargo,
una perturbacidn puede alejar a la funcidn del valor Ve-r Ocurrido
esto, la funcidn puede tender a regresar al valor de equilibrio o
separarse continuamente de &l.

Se dice que un punto de equilibrio es gloeobalmente estable
i, luego de una perturbacidn, el wvalor de y tiende a retornar
al de equilibrio desde cualqguier punto no critico del plano yy’',
cuando t tiende a infinito. En el plano ty, los valnres de la
grafica de cualqguier funcidn soelucidn y gque pueda determinarse
convergerdn al de y,_,, cuando t tienda a infinito. Si so6lo en la
cercania del punto de equilibrio puede afirmarse que vy tiende a
retornar a él, luego de una pequesa perturbacidn, cuando t tiende
a infinito, se dice que dicho punto es Iocalmente estable. Fuesto
que las ecuaciones lineales tienen un dnico puntoc de equilibrio,

=1 es localmente éﬁtable, también lo es globalmente. No puede

£n



afirmarse lo mismo sobre las ecuaciones no lineales, porque
pueden tener mas de un punto de equilibrio. Notese que en ambos
casos los valores de y tienden al valor del punto de equilibrio
cuando ¢ tiende a Infinito. Por esta cualidad, se afirma que
ambos tipos de puntos son asintdticamente estables.

Cuando la uUnica gr&afica de y que conduce a Yes €n el plano
ty, comienza en Yes» Mientras las demés se alejan de dicho valor,
se dice gque el punto de equilibrioc es inestable.

No siempre existen puntos de equilibrio éara una ecuacidn
diferencial. Un caso ilustrativo es aquel cuya gr&fica en el
plano ty estd dada por una funcién sinuscidal.

Cuando ¢ es la variable tiempe, el analisis gue conduce a
determinar si un punto de equilibrioc es estable @ no es l1lamado
analisis de estabilidad dinadmica para tiempo continuo.

Antes de concluir este punto, es importante escribir unas
palabras sobre los conceptos de equilibrie v estabilidad estati—
cos, cuya participacidn en los madelos econamicos es fundamental.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

Qy = Qitpl,
@. = &_(pl,

donde las primeras son de ecuaciones de compartamiento, v la
altima wuna condicién de equilibrio.

Este sistema constituye un modelo estdtico si ninguna de sus
relaciones investiga la forma de los procesos que acurren a
través del tiempoe. El equilibrio en un modelo de este tipo esta

dade por el par (Pox e? que satisface el sistema, donde las



fuerzas internas del modelo, descritas por, las ecuaciones de
comportamiento, se anulan. El analisis de estabilidad estatica
requiere dgl enunciado de una cendicion de estabilidad. No
profundizaremos sobre.este punto en este trabajo.

Si al sistema anterior se afade una ecuacidn diferencial de
la forma

= 2 IECE, By donde p = pict),
se intraduca una relacion temporal en el modelo, haciéndolo
dinamice. Puesto que @y vy @, dependen de p, y p de t, @y y@_
dependen de t. En un mudelq de este tipo no basta saber =i el
equilibrio estatico existe, y =i es estaticamente estable. Es
deseable resolver la ecuacitn diferencial, determinar si tiene’
puntos de equilibrio, cuantos y cual es su tipo de estabilidad.

El andlisis dindmico, por ser mas general, contiene al
andlisis estdatico. Asi., el equilibrio dindmico ptresupone e1
estatico, y la estabilidad dinamica presupone la estatica. Lo
contrario, sin embargo, no siempre se cumple.

Segqun la teoria de las ecuaciones diferenciales, el wvalor
constante y, es el valor de equilibrio dinamice en cualquier
instante del tiempo, considerado como variable, por lo gue, en
cualquier instante del tiempou, considerado como parametro, el
valor constante y, es el valor de equilibrio estatico.

Sequn la definicidn de equilihrio mévil, la funcidn Yo = @.¢
muestra un valor de equilibrio distinto para cada instante del
tiempo, considerado como variable. Considerado como parametro, en
un instante del tiempo el wvalor de equilibrio estdticeo es

distinto al valor correspondiente a otro instante del tiempo.



Terminamos con la siguiente afirmacion: la existencia de un
valor de equilibrio estable en un modelo no implica que, necesa-—
riamente, todo valor pertinente definido en el modelo se encuen-—

tre directamente sobre el valor de equilibrio.



CAPITULO II.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN.

A. Ecuaciones lineales.
Las ecuaciones que se consideraran en este punto son de la
forma
y* * pttl.y = glt).
Siempre puede encontrarse una unica solucidn particular para
un problema de valores Inicialez a partir de una soluciodn general

de la forma y = f(t).

a. El caso mas sencillo.

£l cazo mds sencillo es aquel que nos permite plantear

y© = ¥y

dado por p(¥}) = -1 y g(t) = 0O,

Dividiendo ambos miembros entre la funcidn y, e integrando
posteriormente con respecto a t, obtenemos

lny ~ € = ¢t.
Fara despeiar y de esta EﬁﬁFEEibﬁ; es preciso aplicar, a

ambos miembros, la funcidn inversa de lny, resultando

Ly o & o t

e LR - S

Resolviendo esta expresion, obtenemos
¥ = Ry donde c = e .

Dicho resultado era previsible, sabiendo, por estudios de
calculo, que la unica funcidn que es idéntica a su derivada es la
funcidon exponencial, y que, resolviéndose el problema tras una
integracian, debia incluirse una constante ¢ en la solucidén.

En este punto conviene resaltar un aspecto b&sico de la



teoria. La funcidn preescrita es una solucidn general del
problema propuesto.: Al asignarse wun valor, llamado valor ini-
cial, a la funcidén y = F(t) en un punto ¢ = tne puede determinar-
se un valor uUnico para la constante ¢, que define una solucién
particular a un problema de valores iniciales. El par Lth, T(tg)]
es denominado condicidén inicial. Mientras no se proponga  una
condicion inicial, puede asignarse cualquier numero real a <.
For ello se dice que puede conseguirse una familia de infinitas
saluciones particulares a partir de una solucién general. Sin
embargo, puede demostrarse que una vez determinado el valor de oy

la funcidn particular es unica.

Fara demostrar gue sdlo una funcién, y = f(t), satisface
simul taneamente la ecuacion diferencial F(t) = £°(t) v la condi-
cion inicial 7(0) = b, se procede como sigue:

51 la solucidn de la ecuacidn es de la forma y = c.et, v
Tit) una solucidn cualquiera, es licito escribir f(t) = c-et, de
donde

feer.e ™t = .,
Se supondria gue
F(t).e bt = hets,
para demostrar gque, si y = ¥(t), hi(t}) es una constante. Esto
puede verificarse i h'(t} =
h'etd = et LF cer = Fetrd = e~ toroy = 0.

Notese gue el factor entre corchetes se anula en cumplimien-—

to de la ecuacidn ¥ (t) = Ff(t), planteada al comienzo de la
demostracidn. Cuando ¢t = &, et = 1 Yy T(0) = h{0). Como h(t) es
una constante y ¥(¢) = b, h(t) = b para todo t, quedande demos-

14



trado que f(¥) es la unica solucidén particular que satisface
simultaneamente la ecuacién diferencial y la condicién inicial

propuestas.

Por tanto, la expresidn
Fee).e™t = peto.
puede escribirse como
fitr.e t = p o f(t) = b.et,
dn;de, como puede observarse por comparacién, se asignéd el valor
b a la‘:nnstante c. Dicha asignacitn corresponde =dlo a un caso

tal que F(0) = b y define una tnica solucidén particular pertinen-—

te.

b. El casoc mas complejo.

Si, en lugar de considerar a p(t) = -1 y a gqit) = 0, consi-
deramos a pt) v a g(t) funciones no constantes, continuas en I,
la ecuacidn diferencial se escribiria como

¥' = plll.oy = gltd.

A cada ecuacion de este tipo puede asociarse una ecuacion de

la forma

b ol X < S T
donde g(t} es idénticamente nula. Como se definid al comienza, la
primera ecuacidn es no homogénea vy la segunda es homogénea.
Siempre puede resolverse la primera si puede resclverse 1la
segunﬁa, razdn por la cual obtendremos en primer lugar la solu-
cion general de la ecuacibn homogénea.

Siguiendo un procedimiento similar al expuesto para el caso
sencillo, puede presentarse la soclucion general de la ecuacidn

homogénea como una funcidn de la forma

11



donde Ad(t) = p(sldis).

Para verificar si esta soluciédn general es correcta, puede

razonarse como en el casa sencillo:

Si la solucidn de la ecuacidn es de la forma v = C-G_Art), Y
y = f(t) una solucidn cualquiera, es licito escribir
fee) = c.e"A(t), de donde

Feer.eACt) o o,
Se supondré& que
feer. et o pee),
para demostrar que, si y = f(t), h(t) es una constante. Esto
puede verificarse si h' () = O:
hoct) = 7ct). e o rer). A o)
= &AMV rrece) + petr.Fetrs
& eA(t}.g(t).

Puesto que ¢t} = @ para todo ¢ en 1, h'(t) = ¢ v h es
constante en I. FPor ello, la solucidn general de la ecuacion
homogeénea es tél como se ha escrito.

La solucidn general de la ecuacidn na homogénea puede
encontrarse a partir del tltimo resultado,

h'cti= eAt? gee).
.81 se supone que gt} = () — p(t).f(t) no es idénticame—
nte nula en I, Ahit) no es una funcidn constante. Al integrar
h {t), se obtiene

hitd = o+ eA(SJ.g(S)dz

Sustituyendo hit) en



fee). et = peer.

y despejando para la solucién general y = f(t) obtenemos

¥ # e o AR Als) 4

ag(st.e

solucidn general de la ecuacién no homogénea.

El wvalor de la constante ¢ determina, en ambos casos, la
sclucion particular del problema de valores iniciales. Supongamos
que to‘z a. Este "valor inicial” determina el limite inferior de
las integrales que se encuentran en ambas expresiones. Al eva-
luarlas en el punto a se anulan, pudiendo verificarse que

flal = c.

Asignar el valor b a la funcidon ¥ evaluada en el punto a
equivale a sustituir la constante ¢ en las soluciones generale5.
descritas por el valor b. Esto hace unica la solucidn, en cada
caso, para el problema particular

fial = b.

Asi, puede escribirse la solucidén particular para la ecua-

cion homogénea como
Pitd = p.s~ATCS

Y para la no homogénea como

donde A(t) = pl(=slddi=i.

[y
4



c. Primera nota sobre estabilidad. Dos casos con coeficientes
caonstantes.

Sea el primer caso

Y * p.y = @
donde ﬁ y ¢ son constantes y diferentes de 0, y la variable ¢
representa al tiempe. 51 y = ¥(t) recibe el valor b cuando t = 0,
la solucidn particular de la ecuacién, calculada a partir de la
desarrollada para la ecuacién no homogénea, toma la forma
f(t) = (b — g/pl.e”P-t » g/p.

Fuede notarse que, si p » 0, el primer término del miembro
derecho tiende a 0 cuando t tiende a infinito, mientras el segun-
do término se mantiene constante. Dependiendo de si el signo de
(b —- @/p) es positivo o negativo, el valor de f(t) tiende a g/t
por arriba o por abajo, cuando t tiende a infinito. Se dice que
f(t) canverge hacia g/p, llamado componente estacionaria de F(t)
o nivel de equilibrio iInteritemporal. El otro término es 11lamado
camponente variable de ¥(t) o desviacidn del equilibrio. E1
equilibrio alcanrado cuando ¢ tiende a infinito es dindmicamente
estable.

Sea el segundo caso

Y = @,
donde g es constante y p = 0. 8i y = f(t) recibe el valor b
cuando ¥ = €, la solucidn particular de la ecuacitn, calculada

par integracidn simple, es de la forma
FCE) = b * g.¢.

Esta ecuacidn define un equilibrio en movimiento.

14



F. Ecuaciones no lineales.
Las ecuaciones que se consideraran en este puntd son de la
forma
" e B0y Yk
No siempre puede encontrarse una udnica solucidn particular
para un problema de valores iniciales. A veces ni siquiera puede
suponerse la existencia de una sclucion general. En la mayoria de
los casos, no hay manera de determinar una solucion explicita,
pudiendo llegarse stlo hasta una expresion de la forma
Jet, y) = c.
De los métodos de solucién, el mas general es ;plicable a
las ecuaciones diferenciales exactas, que desarrollaremos a
continuacidn.
5i una funcién de la forma preescrita es derivada con res-

pecto a t, se obtendria la expresion

4fofxy) + Bltyyloyt = 0,
que, al ser integrada con respecto a ¢ nos conduciria de nuevo a
la funcidn inicial.
Suponiendo que se dispone de una ecuacion diferencial de la
forma
Met,y) + Nt ., y).y' = @,
v ogue M

(t,y) = Ny(t,y), donde M, N, M, vy Ny son continuas en una

4 7
region R, simplemente conexa en el plano ty (esto es, limitada
por una curva simple, continua y cerrada que no se cruce a si
misma), puede afirmarse que esta ecuacidn y la anterior son del

mismo tipo.

Haciendo



LIpCt,y) = H(t,y), ;dyrt,y} = Nit.y)
vy recordando el Teorema de Young puede comprenderse la afirmacidn

anterior.

Integrando gdtft,y) = {(¢t,y) con respecto a t, se obtiene
&J(t,y) = Mcz,y)dz + h(y},

donde h(yl) es el término constante que recsulta de toda integra-
citdn indefinida. Se hace depender de vy porque dicha variable se
mantuvo constante durante la integracidn. PFara disponer de la
funcion implicita dj(t,y) tan sdlo es necesario conocer la
forma de h(y). Esto se hara expresando su derivada en términos de
las funciones conocidas tomadas de la ecuacidn.

Recordando que &Jy = N, se procede a derivar la funcidn

anterior con respecto a vy y a sustituir ¥ por obteniéndose

y‘l

%
Nit,y) = Ny(z,y}dz ool R D
de donde
A
h' (v} = Nit,y) - Hy(:,y}d:.

Al integrar h’'(y?}) con respecto a y se obtiene una funcidn
que sdlo depende de y. Esto puede verificarse considerando que
h*tyry = Heltyy) = Ny(t,y} = ¢. Integrando h’'{y! y sustituyendo

=18 4J (t,.v', se chbtiene

. ' . f j
(layd = Hylz.yrdz + LH(E, =2 — / N o (z,s)d=xld=.



Como se indicd al comienzo, este método es el mas general.
Un caso particular es el de las ecuaciones diferenciales SEparé—
bles, que pueden escribirse de la forma

y' o= F(t}.Géy}.

Su solucion es la mas sencilla.

Otras ecuaciones pueden ser expresadas como exactas. Son
aquellas que admiten el cambio de variables, como las ecuaciones
diferenciales homogeneas de grado 0, o las que permiten deter-—
minar funciones /q(t,y}, llamadas factores integrantes, tales que

las funciones de la forma

A.cnct, yrdt + Net, yrdyl = 0
sean exactas.
Todos estos métedos pueden encontrarse en los libros scbre

el tema consultados para este trabajo.
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CAPITULO III.

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR.

Como se indicd previamente, una ecuacidﬁ diferencial de este
tipo es de la forma

y P 2 g t#d.y I w L pgtI.yt R pp(t)y = glh).

Para intentar comprender la justificacidn de los meétodos de
solucidn que se exponen en paginas siguientes, es necesario
considerar aspectos del &lgebra lineal que conducen a la teoria
de 155 operadores lineales, puesto gque, como se explicara poste-
riormente, el primer miembro de la ecuacidn puede escribirse como

(Egd = y % 4 pit8I oy 4 e F Ppog TR # Prit)svy
donde L es un operador lineal.

A. Conceptos basicos sobre espacios lineales, transformaciones

11

2

|

eales y sistemas de ecuaciones linezles.

a. Espacios lineales o vectoriales generales.

Sean ¥ un conjunto arbitraric y u, v ¥y w tres de sus
elementos. V es un espacio lineal =i, para cualquieresguiera
escalares k& y I, reales o complejos, satisface los siguientes
axiomas:

* fAxiomas de clausura

i. 8i u vy v pertenecen a& ¥, (u + v) pertenece a V.
2. 5i u pertenece a V, k.u pertenece a V.

* Axiomas para la adicidon

e & # v= N 4 a

4, (u + vy + w = u + (v + w)

5. u + 0 = u para todo u de V.
6. u + (=1).u = 0

* Axiomas para la mualtiplicacidn

18



Tw kotlaa) = (k.1} .00

8. k.(u + v) k.u + k.v

9: & = I)cu

k.u + l.u
10. 1.u = u para todo u.

Los espacios lineales definidos de esta forma también se
llaman vectoriales generales, o simplemente vectoriales, y sus
elementos, vectores.

Todo subconjunto 35, ccn%tituida por uno o mas vectores del
espacialvectarial V, es un subespacic de V si cumple los axioﬁas
de clausura. Al "heredar" los restantes axiomas, la satisfaccidn
de los axiocmas de clausura- define a & como un espacio vectorial
contenido en V.

Algunos vectores de un espacio vectorial pueden expresarse

en términos de otros. S1 uno de aquellos elementos es v, vy la

relacidn gue mantiene con los otros es del tipo

v == CI-VI + C?.Vz Wie CJ..Vr.,
donde ¢4, ... ¢, son escalares y vy, ..., V. sOn vectores, se
dice que v es una combinacién lineal de vy, ..., v.. El conjunto

-

de todos los vectores expresables como una combinacidn lineal de
dichos elementos conforman un espacio vectorial gernerado por
ellos.

De la observacién de la expresion anterior, puede convenirse
que el vector v depende de las r vectores del miembro de la
derecha. Consideremos sdélo dicho miembro, intentando expresar el
vector v; en términos de los r-1 vectores restantes. Para ello,
comenzamos haciendo al segundo miembro igual al vector 0:

CI'VI + C?.VE I # Cr-Vr = 0.
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Fara poder despejar vy en esta expresion es preciso que Cy
sea distinto de 0. Si alguno de los escalares de la expresidn es
diferente de ¢, al menos unc de los vectores es combinacidn
lineal de los otros, y se dice que el conjunto de r vectores es
linealmente dependiente. En caso contrario, el conjunto es 11—
nealmente Independiente.

Todo conjunto de r vectores linealmente independientes que
generen a V¥ se denomina base de V. Conocido el numero de vectores
de la base, se dice que el espacio V es de dimensidn r.

Supongamos gque la r—upla de vectores

(El, e Er),
forma una base ordenada en V. Si v pertenece a V puede escribirse
como una combinacion lineal de los vectores de la base. Asi,
v o= €Cj-€3 * ... t c,..e..

Los coeficientes de esta ecuacidn, univocamente determinados

por v, constituyen una r—upla de numeros (Cjs 22., €,). 8Bus

r

componentes son las componentez de v respecto de Ia base ordenada
(E.'l., e er)._
b. Transformaciones lineales.

Toda funcidon que asocia un vector unico en H con cada vector
en ¥ es una funcidn con valor vec£nrial de una wvariable vecto-
rial. Una funcién F de este tipo puede notarse como

F oz ¥ == H,

Cada elemento v de V¥V, dominio de F, tiene una imagen en M,
representada coma Fiv). El recorrido de ¥ es F(V), subespacio de
¥ cuyos elementos son todas las imdgenes de V a través de F.

Una funcidn de este tipo es una transformacidn lineal si

tiene las siquientes propiedades
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* T{u + v) = T(u) + T(v) para todos los vectores u y v.
en V.
¥ Tilk.u) = k.T{(u) para todos los vectores u en V y todos
los escalares k.
Nétese que se utilizd la letra 7 en lugar de la letra F,
para identificar la funcidn como una transformaciodn lineal.
Extendiendo lo anterior a n elementos, se tiene

T(k_r.vl £ w0k -Vn) = kl'T(VI) ¥ ceww T kTP'T(Vn)'

n

S5i una transformacidn lineal de un espacio V se realiza
spobre el mismo espacio, es decir, si T : V —-—3 V, el signo 7 es
un aperador lineal.

Dos subespacios de W y V son particularmente necesarios para
caracterizar una transformacién lineal. Ellos son, respecti-
vamente, el recerrido, ya mencionada, y el nicleo de T.

El nucleo, N(T}), es el caonjunto de elementos de V cuya

imagen a través de T es 0. Esto puede escribirse como

N(T) = {v { vE V¥ y Tlv) = 02.

£l nucleo tiene siempre, al menos, un elemento. Si v = 0,
7(0) = 0. Esto puede probarse utilizando 7{k.u) = k.7T{u) y ha-
ciendo & = 0. El nicleo tiene sélo un elemento si 7(v) = O impli-
ca que v = 0 para todo v de V. En este caso, el nucleo es igual
al espacio vectorial cero, es decir, H(T) = {0}, cuya dimension

es, por definicidn, O.
Existe una relacidn importante entre las dimensiones de V,
NETD) v T Tal puede expresarse como
dim N(T}) + dim TV} = dim V.

Fara demostrarla, supongamos conocidas las dimensiones de V



y de su subespacio N(T!). Recordemos que todos los vectores 1li-
nealmente indepéndientes de un subespacio son un subconjunto del
egpacio original, generado a su ver por un conjunto de vectores
linealmente independientes. Esto significa que cada base del
subespacio es un subconjunto de una base del espacio. For tanto,
suponiendo dim V = n vy dim N(T) = k, debe cumplirse que n > k.

Cualquier vector v de V¥ puede expresarse como una combina-—
cidn'lineal de los vectores de su base. Segiin lo expuesto, esto
puede escribirse como

V = CpaVvy v e b Cpavp ¥ CppgaViesd o T OV

donde los primeros & vectores son la base de H(T).

Al aplicarse 7 a v, y utilizando la extensidn de las propie-—
dades de la transformacicon lineal, se obtiene

Tiv) = cI.T(vl} P g A Ck’T(Vk) +* Ckfi'T(Vk+1)
E oeaw P cn-T(vn).

lLos primeros & teérminos del segundo miembro se anulan, por
ser imagenes de elementos del nicleo. Por tanto, 7{(v) es generado
por los n—4 wvectores restantes. Siendo linealmente independien-
tes, estos vectores constituyen una base para el espacio 7T((V),
l1lamado recorrido. For tanto, es un espacio de dimension n—k,
demostrandose lo gue gueria demostrarse.

For lo expuesto, se concluye directamente que,

si dim N(T} = &, entonces dim V = dim TV,
Este ccurre, cono se ha mencignado, slo si1 7(v) = 0 implica
que v = 0 para todo v de V. Una funcidn con esta caracterictica

ez una transformacidn no singular. De todas las propiedades de
este tipo de transtormaciones, una es particularmente relevante

para este estudio. 51 una transformacion es no singular, también



es uno a uno en V. Esto significa que T(v) = T7(u) implica que
v = u para todo v vy u de V.
Fara demostrarlo, supongamos que la transformaciéon es no
singular, y que, dados v y u de V, se cumple
Tiv) =T (u).
For la linealidad de la transformacidn,
Tiv — u) = Tiv) - T{u),
que implica
T(v — u) = 0.
For el supuesto de no singularidad, debe cumplirse
v — u = 0,
demostrandose que la transformacién debe ser uno a uno. El reci-

proco también se cumple, pero se omite la demostracion.

c. Sistemas de ecuaciones lineales.
Es sabido que un sistema de m ecuaciones lineales con n
incognitas puede escribirse en términos matriciales de la si-

quiente forma

donde A es la matriz m x n de coeficientes {(numeros), x es el
vactor r x 1 de incédgnitas vy © es el vector m x [ de teéerminos
constantes (ndmeros) .

Este sistema puedes representarse por medl o de
transformaciones lineales. A determina una transformacion del
espacio V" al espacio V", es decir, aplica el vector arbitrario
i, de V%, en y, de V®. Esto puede escribirse como

Tix) = vy, donde Tix) = A.x.

El sistema matricial, expresado como transformacidn lineal,



se escribiria
Ti(x) = c.
£l sistema no tendrd solucion, es decir, serd inconsistente,
i € no se encuentra en T(V"). Si un sélo x se aplica en c, la
solucion es unica. En el tercer caso, el sistema admite mas de
una solucion.

A todo sistema

A.x = C,
puede ascociarse el sistema
A.x = 0,
haciendo c = 0. El primerc es un sistema no homogéneo, y el

sequndo, un sistema homogéneo. Luego de representar el sistema
camo una transformacion lineal, puede convenirse que el conjunto
de soluciones del sistema homogéneo es el nucleo de 7, N(T), vy
que, por lo expuesto en la seccidn anterior, por lo menos cuenta
con la solucidn x = 0, llamada trivial.

La solucién de un sistema no homogéneo esta relacionada con
la solucidn de su sistema homogéneo asociado. Si b (conocida) y u
{desconocida) son soluciones del sistema no homogéneo, el vector
v = u — b es una scolucidn del sistema homogéneo asociado. Esta
solucitn debe ser gerneral, porgue no esta referida a un caso
especifico entre todos los posibles. Ndotese que la matriz A de
coeficientes puede ser un arreglo de cualquier conjunto de nume-
oS,

lLa expresion de los sistemas como transformaciones lineales
permite probar esta afirmacidn. fplicando las propiedades de la

transformacion lineal a TAvwd § = e verifica



T (v)

Il

T{u = b)

il

T{u) - Ti{b).
Fuesto que‘b es una solucidn del sistema no homogéneo,
T7(b) = c. u también lo es, por lo que 7{u) = c. Ndtese que, al
ocurrir esto, T(v) = 0. Esto permite afirmar que, para hallar
todas las soluciones de un sistema no homogéneo, es preciso
hallar todas las de un sistema homogéneo y ura solucion particu-—
lar del no homogéneo, esto es,
u = v + b.
Tode vector v puede expresarse como combinacidn lineal de
los k vectores de la base de N(T}, esto es
W B SNy e W Cre=VYien
donde las constantes son arbitrarias. Dicha combinacidon es la
solucidn general del sistema homogeneo.
La combinacidén lineal
u=>b+ cy.vy * ... F L.V
es la solucién general del sistema no homogéneo.
Obsérvese que estos resultados, que nos senala los
componentes de cada solucion, no indican los medios de conse-

guirlos.

medio de un operador lineal, L.
Sabiendo que v = T(xJ), considérese la ecuacidn diferencial
p X B TR G e B R B P TbRE B RO,
Identifiquemos el primer miembro como la funcion LIyi, que
s aplica a la funcidn vy, perten_&ecienteﬁ‘ ambas al conjunto de

todas las funciones diterenciables n veces en un intervalo 1.

Esto conduce a la expresiaon

L 4
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Ly = yP & pI(t).y("“I) +

ee F P (BIoy’ o+ p (t) oy,
Supongamos que se eligen dos funciones, y; Y Yo, del conjun-—
to mencionado. Es posible demostrar que se cumple
Llcy.yy * €.yl ® €gollyyd + €p-LLypd.
Demostraremos esta proposicién, por brevedad, sélo para
LLyl = y" + p.y’ * Q.Y¥,
donde p = py v q = po-
tlcyayy * cg-yQJ = (Cyayy * €p.¥2}" + p-lcy.yy * Co.Ya?  *
G.(Cy.Yy * Cp-¥2)

= Cpalyg” + poyy’ * Quyyl * Cp-Cys” + peyyp’

= cyllyyd + co.llypl.

For lo que se ha presentado hasta ahora, puede intuirse qgue
L es un operador lineal. Sieﬁdn LEyvyT Funcidn de una funcidn
desconocida v vy sus derivadas. L es llamado operador diterencial
lineal de orden n. Este operador se utiliza en ecuaciones de
orden mayor o igual a dos.

a. Uso de la notacidn vectorial.

La mayor dificultad gue se encuentra para asociar esta
afirmacion con los conceptos de la seccidn A. de este capitulo es
consecuencia de la distinta notacidn gue se utiliza en cada
oportunidad. Aungue en secciones posteriores se usard la notacidn
presentada en lineas anteriores, por ser la expuesta en los
libros consultados, en esta se intentara adoptar la notacidn de
A. para lograr resultados importantes.

Asi

 ¢T¢i1) es el espacio vecltorial compuesto por tadas 1las



funciones y derivables n veces en I. Este espacio es de

dimensién infinita, por lo que no puede encontrarse una base
finita que lo genere.
% La funcidédn y, por ser elemento de un espacio vectorial, es
un wvector, vy puede expresarse Como combinacion lineal de
otros vectores (funciones 91, Y3 ===1 Ye) -
% La funcién L aplica el vector L(y), del espacio C"(I), al
vector y, del espacio C"(I). Por tanto, es de la forma
L : C"(1) ——3 CM(D),
identificandose L como un nﬁeradnr lineal si cumple con
Licy.yqy *+ c2.y2) = CI.F(yi) * c?.L(yz).
La demostracitn expuesta anteriormente confirma que L es un
operador lineal, por lo que se tiene

Lty) =y 2 poct) .y 2 Ll e p_gttilyt o pplt)ay.

En términos matriciales, el operador seria
Ltyy = Cy™ 1 1)+ 1 y° ! yi.pct),

donde p(t) es el vector columna cuyas componentes son las funcio-
nes 1, py(tl,y -.-; p,(t?. Escrito de esta forma, se hace evidente
que el vector L{y) es un vector columna, pero no puede determi-—
narse el numero de sus componentes. Considerando que la dimension
de ¢"(1), dominio de L, es infinita, y que por ello no hay una
base finita para c" (1), puede suponerse que tampoco la habra para
el recorrido de L en CM(I). 8i no existe dicha base, tampoco
existe un conjunto finito de componentes de L(y).

S5in embargo, puede demostrarse, Ccomo intentaremos hacerlo,
gque el nucleo de L, N(L}), es un subespacio de c" (1) con dimensidn

.



b. Importancia del micleo de [.
Recordemos que N(LJ} puede definirse como el caonjunto
NL}Y = {y | ye& V y Ly) = 0f.

Cuando se.exige que la imagen de y a través de L sea el
vector 0 se plantea_camm problema resolver una ecuacibn diferen-—
cial homogénea de n—ésimo orden, esto es, si

L{y) = 0O,
entonces
v e gty o L e Pp_g(troy” + p (t).y = O.

Cada uno de los elementos del vector 0 debe leerse como una
funcidn constante que asigna el valor 0 a todo ¢t en 1I.

c. Relacion entre ecuaciones diferenciales homogéneas y no ho-
mogéneas de n—ésimo orden.

En el apartado c. de la seccidn A. de este capitulo, sobre
sistemas de ecuaciones lineales, se demostrd la relacién entre
las soluciones generales de los sistemas no homogéneo y su aso-—
Ci1ado homogeéneo. Una demostracidn similar, utilizando el operador
Ly, permite encontrar una relacién entre las soluciones generales
de las ecuaciones diferenciales no homogénea y su asociada ho-—
mogénea.

851 se desea conocer el conjunto de funciones y cuya imagen &
traves de L es g, se plantea un problema sobre una ecuacidn no
homogénea. Supongamos que y vy Yp Sson dos soluciones de este
problema, gerneral {(desconocida) la primera y particular {(conoci-

da) la segunda, de modo que

LCy) = (s ] % L(yp) = Qg



Aplicando las propiedades de las transformaciones lineales,

se puede verificar que
L by) « L(yp) = 0.
Ly — yp) = 0,

Este resultado implica que (y - yp} es una solucidn de la
ecuacidn homogénea. No habiéndose especificado ninguna condicién
inicial, dicha solucidn debe ser general. Tradicionalmente se
identifica con Yo+ aungue no en notacion vectorial.

En base a lo anterior puede afirmarse, como para los siste-
mas dé ecraciones lineales, que, si se conocen la solucidn gene-
ral de la ecuacidn homogénea, Yecs ¥ una solucion particular de la
ecuacion no homogénea, Yps POr ejemplo, puede conoccerse la solu—
cidn general de la ecuacidn no homogénea, y. Fodemos expresar
esta relacidn mediante

Y= Y ¥ Yp-

La relacion demostrada no indica cdmo calcular Y ni Yp* ni
cual sera la forma de cada una. Sin embargo, sefala la necesidad
de disponer de ambas.

Aun si conocer la forma de la funcion Yp+ podemos mencionar
una util aplicacidn de la propiedad de linealidad sobre ella.
Supongamaos que la funcidn g puede expresarse como la suma finita

g =gy t ... + g,.
81 es posible encontrar una solucidn particular para cada
Liy) = Oy 5 ’ donde k& 1, 2ig cmey 3
entonces, por sustitucidn directa,
Yp T Yp1 * ses * Yom?

por lo que puede escribirse



Resolver problemas por este métoda, llamade método de
superposiciodn, puede ser mas sencillo en ocasiones.

C. Solucion de una ecuacion diferencial homogénea, lineal i con

coeficientes constantes.

5i se asume como problema conocer Yc: €l paso inicial es
determinar la dimensidn del espacioc N(L), que contiene todas las
soluciones de la ecuacién homogénea. Conocida su dimensién, se
sabra cuantos vectores (funciones) linealmente independientes se
necesitan para generar completamente N(L), llamado espacio solu-
cion. Teniéndoles, podra expresarse la solucidn general de 1la
ecuacion homogénea, y., como una.cmmbinacién lineal de ellos.

a. La dimensidn del ntcleo de L.

Para determinar la dimensiéon de N(L) se sigue un procedi-
miento indirecto. Para abordarlo, es conveniente hacer una
precision previa. Como se recordara, por estudios de célculo, n
derivaciones sobre uwuna funcidn cawusan una "pérdida" de n
constantes, <, (k = 1, 2, ..., nl), a dicha funcién. Al retornar
a ella, es preciso restituirlas. Mientras no se asignen valores a
esas constantes, la funcidn serd, como ya se ha sefalado en
repetidas ocasiones, una soluciédn general, familia de soluciones
particulares. Para conocer una solucién particular, esto es, una
funcion y = f(t) que en el puntao ty asuma el valor T(tp) = kg,
donde &, es una constante escogida, es preciso descubrir valores
para las n constantes < que aseguren dicho resultado.

Visto de esta manera, los valores de € son n incégnitas.
Fara hallar sus valores, gue pueden ser numeros reales o comple-

jos, se requieren n condiciones. Las condiciones propuestas por

0



los matematicos fueron, ademas de asignar ko & T(ty), hacer k; =
() 'y weey kpoy = f(to}("_I). Algo mas con respecto a esto se
expondra en el sub-apartado b.1.2. de esta seccién.

Sobre estas y otras consideraciones, los mateméaticos logra-
ron demostrar gque existe sédlo una funcién que pueda satisfacer
simul taneamente una ecuacion diferencial homogénea y un conjunto
de condiciones iniciales. Este resultado es conocido como teo-—
rema de existencia y unicidad para ecuaciones lineales homogé—
neas de n—-ésimo orden. Probarlo supera, lamentablemente, el
alcancé de este trabajo. Como es necesario para demostrar que la
dimensidn de N(L) es n, lo aceptamos sin prueba.

Antes de prosequir, debemos identificar los vectores gque
utilizaremos en la demostracidén.

Fuesto que todo elemento del espacio N(L) es una funcién que
puede expresarse a partir de la solucidn gerneral del sistema
homogéneo, toda funcidn del espacio N(L) se identificarda como Y-
Este vector es una combinacidén lineal de las funciones linealmen-—
te independientes que generan a N(L), cuva dimensién se intenta
determinar.

Llamaremos vecter-valor iIrnicial &l vector k, un elemento
tomado de V", espacio n-dimensional de las n—uplas de escalares.
El vector k tiene por componentes los escalares ke eoes Ky gy
asignados a la funcidn Yc ¥ & sus derivadas de orden menor gue n,
cuando ¢ = t -

Sea T la transformacidn lineal que aplica cada funcién Y. de
KH(L) en k de V&, En\términoa de vectores, esta transformaciaén
puede escribirse como Tly ) = k. En términos de espacias,

coma T = N(L) == V", N(L) es el dominio de T, v TCN(L)] su
L
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recorrido. FPuesto que k es tomado de un espacio n-dimensional, y
todo Ty ) debe ser igual a k para resolver el problema, podemos
afirmar gque TIN(L)] también es un espacio n—dimensional.

For el teorema de existencia y unicidad, se sabe que la
imagen de y. a través de T es igual a k solo una vez, siendo T
una transformacidon uno a uno en N(L). Como se anotd en péginas
anteriores, T también debe ser no singular: si k = 0, Tly.? = 0
se satisfara solo si Ye = 0. En consecuencia, el nudcleo de 7 es
igual al espacio vectorial cero, vy su dimensidn es ©O. §Si
dim N(T}) = @, entonces dim N(L) = dim TLN(L)I, donde TENCL)T es
el recorrido de T.

Como dim TLNC(L)] = n, dim N(L) = n, que es lo que queriamos
demostrar.

b. Cunsidera;innes sobre las soluciones general y particular de
una ecuacion homogénea. El caso de la solucidn de valores comple-—
jos.

b.1. Sobre las =soluciones.

51 suponemos que las funciones Prs = 1, 2, ..., n, son
funciones constantes en I, y que y(n’ tiene por coeficiente la
constante a,, el operador

Lyy = yim) o pzft)-y(n—l) * oeme F Ppogftl.y” * po(tl.y.

puede escribirse como

(n)

L(y} = aa'y o aj_y(n-l)

- A a”_I.y' + an-y:

Aunque las caracteristicas de las soluciones general vy
particular que ocupan esta seccidn son comunes a ambos operado-
res, por ser ambos lineales, los métodos de solucidn de las

ecuaciones diferenciales gque 1implican san diferentes.

o
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En estas pdginas sdlo se presentardn anotaciones sobre
ecuaciones lineales con coeficientes constantes. Los métodos de
solucion de las ecuaciones con coeficiente variables involucran
el uso de series infinitas, lo que estad fuera del alcance de este
trabajo.

b.1.1. Sobre la solucién general.

El resultado del apartado anterior, conocido como teorema de
dimensionalidad, es muy importante. Significa que cualquier
vector y. del espacio solucién de una ecuacidn homogénea puede
expresérse como combinacidn de los n vectores linealﬁente inde-
pendientes qﬁe forman su base. Estos vectores, que 1llamaremos Y1
Y23 =««43 Yo+ constituyen un cenjunto Tundamental de soluciones de
la ecuacidon homogénea. Como explicaremos enseguida, todas son
soluciones de

Liy) = O,

donde

{n)

Liy) = vy * a;.y(nml’

*oesa * A, g.y Foa,.y.
La combinacidn lineal
Yg = Sis¥) F 5ge¥9 T ses ¥ Bue¥na
donde Cjr €3¢ --- €, son constantes arbitrarias, es el vector
representativo de todos los vectores del éﬁpacjo zalucidn y, por
lo tanto, la solucidn general de L{y) = O.
En cumplimiento de la propiedad de linealidad, cada funcidn
Yis Y23 ---3 Y, debe ser solucidén de L(y) = O, como puede com—-
prenaerse de lo siguiente.
81
L(CI.yl t CouyYo * .. * én.yn} = @,

entonces



Cylolyy? + ca.llyp? * ... + Ccp.Lly ) = 0.
Como las constantes ¢, ., & = I, 2, ..., n son arbitrarias,
ambas ecuaciones seran satisfechas sdlo si cada funcién de Y
tambieén es solucidn de Ly) = 0.

b.1.2. Sobre la solucidn particular.

Aunque no conocemos la forma de las funCiones Yy, «--3 Y
sabemos que todas pueden derivarse n veces con respecto a t. Si

determindramos un vector-valor inicial k, vy evaluaramos cada

funcién y cada una de sus derivadas de orden menor a n en el

punto t = t,, podriamos escribir un sistema de ecuaciones de la
forma

Cjaylffa., * - - - Cnayn(t(—}.] = k{'_l

cj.yl'(t{}) ”* v ok CTr'yﬂ'(tf’) =, ki

§ (n—1) . , (n—-1) £ &

gV i g = Kep-1) -

Este sistema corresponde a una solucidn particular en el
punte t =t . Fara gque, partiendo de lpos valores dadoes para las

funciones, se puedan cumplir las condiciones iniciales dadas en

cere o se adapten. Como se

k, es preciso que los valores de ;. “h

habia mencionado antes, en un problema de valores iniciales las

constantes ¢4, ..., ¢, son las incdanitas.

Fodemos escribir el sistema anterior en notacidn matricial.

.

= Y1 Y2 awe iy
\

[Yl' ¥z ==+ Yn

Wilygs ¥o5 ==es Yp)=



donde H(yl, Y23 ===3 yn) es una matriz n x n llamada Hronsliana.
Si las funciones de la matriz son evaluadas en t = tny la matriz
se escribe Wlyy, yp, ---;3 y,) (ty). Para abreviar, llamaremos a la
matriz MWronskiana en t = ts, solo por Wit,?.

Utilizando esta matriz, podemos escribir el sistema anterior
como sigue

Wityt.c = k,

donde c es el vector de incédgnitas. Fara que este sisteﬁa tenga
solucidn, es necesario que W(t,) tenga inversa. For estudios de
algebra lineal, se sabe que esto ocurrira sdlo si su determinan-—
te, llamado WNronskiano de ygq, yé, ceayg Yo €n ¢ = 145, @s distinto
de 0. Es Gtil saber que, si el Hronskiane se anula en un punto
dentro de I, se anula idénticamente en I. Aunqgque la demostracidn
de esta proposicion, conocida como teorema de fbel, es relativa-—
mente sencilla, no la presentaremos en estas paginas.

La cnnsec;encia mas importante de la representacidn matri-—
cial discutida proviene del valor del Wronskiaerno. S1 este deter-—
minante es distinto de O, los vectores de su matriz son lineal-
mente independientes. FPor tanto, multiplicando la primera fila de
la matriz por c, se obtiene

cp-y¥y(ty? o s - Cn.yn(fg}.
FPuesto que puede escogerse cualquier t, en I, se tiene
Yo = Cpe¥y * Coe¥o F o ¥ €raVns

la solucidn general de la ecuacion homogénea.

b.2. Solucidn de valores complejos.
Sea y = u(t) * i.wi(t) una solucidn de valores complejos de

la ecuacidn



Liy) = 0,
donde
Liy) = y" + p(tl.y" + q(tl.y.
Entonces

Lf{u + Z.w) = (u + T.W)" + p.(u + 7.Ww)° + g.(u + I.wW)

(u” # p.u’® + q.ul} + I.(w" * p.w" * g.W)

Liu) + i.L(m) = 0.

i

Esto se cumple si y s6lo si L{u) = 0 vy L(w) = O, por lo que
u y w también son soluciones de L{y) = O.

81 u y w son linealmente independientes, la solucidn gerneral
de la ecuacidn podria escribirse como una Ffuncion de valores
reales

Ye = €z7-u + Co.m.

Recuérdese que el numero imaginario I es constante, vy que
cada constante cg, (k& = 1, 2) puede asumir cualquier wvalor, sea
real o imaginario.

En el sub-apartado c.2.1.2. de la proxima seccion se encon—

traran referencias basicas sobre los numeros compleios.

c. Método para conocer la soluciédn general de una ecuacion dife-
rencial homogénea, lineal y con coeficientes constantes.

Hasta ahora, sdalo se sabe que la solucidn general debe estar
compuesta por n funcicones linealmente independientes, pera no se
sabe cdmo encontrar cada una.- El objetivo de esta seccidon es
plantear un método para hallar las que corresponden a una ecua-
cidn donde

LLyl = O,

donde
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LLyl = ag.y * aI.y{”_JJ *

e Tap_gey’ * apey.

Como es evidente, se ha abandonado la notacién vectorial.
Los autores consultados no se valen de dicha notacidn, pero era
util en este trabajo usarla para dar claridad a las proposiciones
presentadas en la secciédn B. de este capitulo, desarrolladas en
base a la teoria de las transformaciones lineales. No siendo
necesario recurrir a esta teoria para demostra; las prdximas
relaciones, podemos retornar a la notacion de los libros. La
semejanca de los caracteres es obvia, y los conceptos no camEian,
por lo que no deberia existir confusion debida a esto.

Antes de exponer cdmo hallar la solucidn gerneral de la
ecuacidn

ao.y(”} F orw & ar‘y(n—r) # svs Plpags¥* # gy # 0,

supongamos que los coeficientes a,;4, ---.4 &, son todos nulos,
siendo la ecuacidn

Y(n) P 31.yf""1) £ i +ar.y(""r) 0,

a(_-,.
Si integramos ambos miembros m = (n — r) veces con respecto
a t, aobtendremos la ecuacidn

'Y(r} Y(rml) i

28 L ¥

. Ban BT R E R B e BBy W Ey W O,

Resaltemos que el primer rengldn es ocupado por una expre-—
sidn con la forma del miembro izquierdo de una ecuaciédn diferen—
cial de r—ésimo orden, cuya solucidn general nos interesa en este
apartado. El segundo rengldn es ocupado por un polinomic de grado
m—-1, cuyos coeficientes son m = (n — r) constantes resultantes de
las m = (n — rl integraciones realizadas.

Caomo se expuso en el sub—apairtado b.1.1. de la =eccién C.,

zn este capitulo, la solucidn gereral de una ecuacidn diferencial



de n—esimo orden debe ser la combinacién lineal de n funciones
linealmente independientes, tales que cada una sea solucién de la
ecuacidn Ly} = 0.

Fuede probarse, por simple sustitucidn en la ecuacidén

(nl

ag-y > al‘y(r:"‘f) % ulard _ o,

sea TaLLY

que cada término del polinomio

= m—1 m—2 -
Pa—g ® €q-t7 7 # oo tFF # wol o Cppoyg)et * oy
es una solucién de LLy] = 0. Ademas, como puede encontrarse en
libros de &lgebra lineal, el conjunto S = {1, ¢, t<, ..., " 1,

es una base de Pp—yz+ €on lo gque son linealmente independientes.
Notemos que siempre que la funcidn desconocida y no aparezca
en la ecuacidn podemos integrarla directamente. For este medio,
'lngramoz determinar m» = (n - r2 aa}uciones al problema plan-
teado. Las r soluciones que nos faltan provendran de la ecuacion
aﬂfy(r} # aI-y(r—I} voe # By = O,
A este tipo de ecuaciones nos dedicaremos ensequida.

c.l. La ecuacidn caracteristica.

Fretendemos resol ver

donde
LLyT = aa,y(n) * az.y(nﬁl) * e PRpcfoll' P Epe¥a
Fodemos describir lo que queremos con palabras. Deseamos
canacer una funcion tal, gque si la sumasemos cierto numerao de
reces (65}1 mas cierto numero de veces (ag o Kk = 1, ... n=1) cada
una de sus derivadas (con especto & t) con orden menor o igual a
1ty obtuviéramos como resultado la funcidn O.

Una funcién muy apropiada para probaf es la funcidn expo-—
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nencial

donde r es una constante, porque, antes de comenzar, se sabe que
cada una de sus & derivadas (&4 = 1, ..., n) consistird de 1la
¥uncién‘y un término constante multiplicativo (rk¥). Esto permi-
te, =i los términos de la ecuacidn son constantes, tomar la
funcidn como factor comin y formar un polinomio con el resto de
la ecuacion.

Nétese que, de tener exito, al proponer previamente la forma
de la funcidn y sustituir sus derivadas en la ecuacion diferen-

cial se evita un engorroso proceso de integraciédn, quizas irrea-

lizrable.
Sustituyendo, derivando y tomando factor comun e -t en
nuestra ecuacion, obtenemos
ao.(er't)(”) G az,(er't)(”“I) R +an_1.(er't}‘ £ an.er't = 0,
er't.(aa.r” # az.r”HI F oeww Pl _g.F F 8,) 2 0,
51 hacemos -
Zér) = ag-r" + ai.r”_I * oeee FBp_g.r + a,,

podemos escribir la ecuacidn diferencial
Lyl = &,
coma

e -t zer) = 0.

Fuesto que el -t

nunca se anula, LLy] solo sera igual a la
funcion 0 si
Z(r} = @.
Al igualarse Z(rl), llamado poelinomio caracterfstico, con 0,

se determina una ecuacion polinomial, llamada ecuacidn carac-—

teristica de la ecuacion diferencial.

L
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En base al teorema de la factorizacidn completa, puede
escribirse
2lr) = ao.(r - rj).(r oo rf). RS- rn),

donde rye vocy numeros reales o complejos, no necesariamente

n'l
distintos, son los ceros de Z(r}), esto es, los numeros que le
anulan. Si un cero se repite s veces, se dice gque es un cero de
nultiplicidad =s.

La ecuacibn caracteristica tendr&, por tanto, r soluciones,

o rafces, no necesariamente distintas, reales o complejas.

c.2. Soluciones de la ecuacidn caracteristica {(rafces).
c.2.1. Generalidades.
c.2.1.1. Métodos de solucidn de una ecuacidén polinomial.

Descubrir las seoluciones de una ecuacidn polinomial de grado
mayor a tres puede ser muy dificil. Por estudios de 4lgebra
zlemental pueden conocerse dos métodos: el basado en el teorema
de la solucidn racional y el de las aproximacliones sucesivas,
conocido como de Newton. Este es el mds sencillo del conjunto de
métodos agrupados bajo el nombre de métodes numwéricos. En estas
paginas no nos detendremos en exponerlos.

Calde s ﬁnotaciongs sobre raices complejias.

Fara facilitar la lectura continua de los préximoslpuntns,
nos. conviene hacer aqui una breve disgresién, que recolecte
algunos de los conceptos y relaciones que precisaremos al refe-
rirnos a las raices complejas de la ecuacién caracteristica.
Fuesto que en este sub-apartado no se hace ninguna referencia a
las ecuaciones diferenciales, quien conozca las relaciones que

permiten escribir un ndmero complejo en sus formas cartesiana,
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polar y exponencial puede omitir su lectura. Aqui no se pretende
definir los numeros complejos como pares de numeros reales con
propiedades especiales, ni probar las afirmaciones que se co-
piardn en sequida, puesto gue nos separariamos demasiado de
nuestro objetivo.
Sabemos que los numeros complejos pueden escribirse como

u = a * Ii.b,
donde-a y b son reales e I es imaginario (i = —=1). Cada uno de
estos numeros tiene asociado un numero compleje, &, llamado
canjugade, tal gue

8 = a — f.bh.

lLos conjugados tienen tres propiedades importantes:

LY, = 11
ﬂl o U;;- = e A Un i L E;? GARSTUCI, ET!'
* Uz.u‘?--»un = UI - uh_ s sas = Lfn-

Estas propiedades, junto con el hecho de saber que tado
numero real es igual a su conjugado, permiten demostrar que si u
es una raiz de

n =1 : =
ag.r’ * oaj.r * s PRy gl * @ Q.

n
donde a, (& = 1, 2, ..., n) son reales, su conjugado también lo
es. 51 los coeficientes de un polinomio son numerocs complejos,
las raices seran complejas, pero no conjugadas.

Los numeros complejos pueden representarse en un plano
cartesianc si se elabora un sistema de coordenadas tal, que a se
refiera al eje de abscisas (real) y b al de ordenadas (imagina-—

rie). Este diagrama (Grafica III. 1.), llamado de Argand, nos

permite expresar los numeros complejos en términos de las
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funciones sen 9. Y Cas Q Asi ,
a = R.cos B 14 b = R.sen & .
donde, C9 es el angulo formado por la rotacién de un rayo de
longitud R alrededor de (0,0}, su extremo, desde el eje real
hasta el punto (a,b). Determinando a y b los catetos adyacente v
cpuesto de un triangulo rectangulo, R, la hipotenusa, se define
como ;/az + b2, Por ello, puede escribirse
a * . f.h = R.(casé? * I.=en é;).

La expresidn anotada indica la identidad de las 11amadas
tarmas cartesiana y polar de un numerc complejo.

Estos numeros pueden expresarse de una tercera forma, cono-
cida como exporencial, que implica

R.tcos O + j.sen @) = R.e1-6,

FPara demostrar esta afirmacién, llamada‘reiacién de Euler,
es preciso comenzar por transformar las funciones e ? s COS (9‘/
sen 2 en polinomics tales, que los coeficientes de sus varia—
bles sean funciones de todas sus derivadas, comenzando desde la
primera. Sustituyendo cada funcién por su polinomio correspon-—-
diente, verificariamos que la relacién se cumple para todo P
Esta demostracidn no se incluye porgue nos obligaria a definir
las series de Taylor y Maclauwrin, y las derivadas de las funcio-—
nes mencionadas.

For lo tanto, aceptaremos que son equivalentes

a * . = R.{cas 19 + I .5en 6! = R.ei'g.
Las expresiones para el conjugado san
a = i.b = R.lcos® - i.sen O ) = R.e"i-6,
Tomando las formas polar y expornencial de ambos casos, puede

elaborarse el siguiente sicstema de ecuaciones
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cos & + i.sen g = ei-d
cosO - i.sen B = e 1-8,
Despejando las funciones trigonométricas, se tiene
i o -3 B )
cos B = (e + e B
sen @ = (ei-2 - e 1-2)/¢2.5).
Antes de considerar las representaciones polar y cartesiana

e(h*x'.v).t‘

del caso general, justifiquemos el siguiente cambio

de variable:

9 = ety
donde v es un nimero real constante y ¢t es la variable. La legi-
timidad de este cambio proviene de la definicién de radian, una
unidad de medida del angulo 9

Inscribamos el triingulo tomado del diagrama de Argand en un
circulo con centro en (0,0) y radio R (Grafica III. 2.). Si el
arcao AH, limitado sobre la circunferencia por el eje real vy el
punto (a,b!), es de longitud igual a R, se dice que el angulo
mide un radian. La medida de un angulo en términos de radianes se
escribe como

. Q = (arca AB}/R.

S1 R = 14 f9= (arce AB), de donde puede afirmarse que,
mientras el &angulo (9 se haga mayor {rotacién contra las aguias
del reloj), el arco se hara mayor en la misma cantidad. Si R = Zei
los valores del angulo y el arco estaran relacionados, directa-—
mente, por un ceoeficiente de proparcionalidad constante, 1I/R.

Haciendo v = I/R y ¢t = (arce AB), se obtiene

9= it

Evaluaremos a continuacidn las formas polar v cartesiana que



(h#i.v).t_

carresponden al caso general e Sabemos que

hatt _Faw:¥

gChri.viit _ - e

e

For la relacidon de Euler, podemos escribir

el-V-t - cos v.t +# I.sen v.t.
Podemos observar que, en este caso, R = 1. Por tanto,
a = cos v.t ¥ b = sen v.t.

Haciendo uso de una notacidn ma&s cémoda, EEEribimDE
a +* i.b = cos vt + [.sen vit.
Lo anterior nos conduce a
efh*i.v2.t . _h.t i.v.t.
= eh't.(COS vt + I.sen wvt),
= et o v i.p.
El lector puede conseguir las expresiones que corresponden a
e(hﬂj.v).t_
c.2.2. Las raices.

Una verz conocidas las n raices, Fie «ong F la primera

n?

proposicion sobre la forma de la solucién gereral de la ecuacién

homogénea de n—ésimo orden es

- & rFa.t & Y.t
Y(. = CJ-E" T aws *r_n.e

* Co.e §

Recordemos que la solucidn gereral, que continuaremos deno—
minando y., es una combinacién lineal de rn funciones linealmente
independientes, con r componentes arbitrarias. FPor tanto, es
obligatorio verificar tal independencia, cosa que siempre puede
hacerse con el Wronzbiano.

Como se dijo al comienzo, una ecuaci6dn caracteristica puede
tener simultdneamente raices reales y compleias, y puede tenerlas

repetidas. Cuando esto ocurre, cada clase de tralz se trata por

separado, presentandose la solucidn general como la combinacion
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lineal del conijunto de funciones que se obtengan de cada tipo de
tratamiento.
c.2.2.1. Raices reales.

Si las raices son reales y diferentes, las funciones siem-
pre seran linealmente independientes.

81 hay una raiz real, rys de multiplicidad s, se pierden s—1
funciones en la solucidn propuesta. Esto puede comprobarse toman-—

do factor comin e’ f-t gpn Ye» ¥ agrupando las 5 constantes en c¢.

s A O W Fid.t rn.t
Yeo & €gz.8 * ee. * C.-€ * Copy=® cvs * Cp-€ ’
= rdel ru.t oot
= C.e * Copyp-® P cwm A <, -€ .
donde u = = + I y ¢ = Cg * sus P Ca

Esta combinacidn lineal no nos sirve, puesto que se dispone
s0lo de n—s+l funciones linealmente independientes.
Fara una ecuaciton de segundo orden puede probarse que la

combinacidn apropiada es

1. L%

2 r 2o
Yo = €g1-€ * Canl sl “

La solucion ¢.e"!-!% fue determinada a partir de e"Z-%t
utilizando el método de reduccidén de orden, que, por brevedad, no

se ha expuesto en este trabajo (¥). Las funciones e’ {-t y t.e

i S
son linealmente independientes.

S5i una ecuacidn caracteriﬁtica para una ecuacidn de n—ésimo
orden tiene una raiz de multiplicidad 5, pueden utilizarse las =
funciones sigquientes en Yt
tz.erf'tf " ps—1 _gril.t

RAdemés de poderse probar su independencia lineal, puede

probarse gque anul an LEv.T .

(#) Ver Hoyce y DiFrima, 1984, pags. 133-135 v 140-141.



Recordemos. Si

) B i
Liyl = aa.y(n‘ * aI-y(” L S R f oY F By
y hacemos y = er.t‘ entonces
L[er‘tl = er‘t.ao,(r “rgdatr = role +.o. o(r - rn).

Suponiendo que ry €s un cero de multiplicidad s, el polino-

mio podria escribirse

Liet-t7 = er‘t.ag.(r - g, i Fgpgde wwa wfF = Eyd,
o
’ Lre” %1 = ot (r — r ). H(r),
Para obtener la expresién de LLy] cuando y = t.e’-%, nos

basta tomar la primera derivada, con respecto a r, a ambos miem—
'

bros de la eupresidn anterior. De agui ,

Let.et-t7 = o re e - ry)S HCr) + s.0r - rI)S_I.H(r} *
Cr = BadT B Trdl

FPuesto gue este polinomio se anula cuande r = ry» la ecua-
cion LLy] = @ es satisfecha cuando y = ¢.e" -1,

Las siguientes -1 derivadas de Lfer'tj, que dan origen a
las funciones et iee, L t52 o7 1-t  tambien se anulan cuando
r = ry. For lo tanto, estas funciones pueden formar parte del
conjunto de funciornes linealmente independientes que definen &
Yoo
c.2.2.2. Raicves complejas.

Cﬁmo B€ edpuso en el sub-apartado c.2.1.2., si un numero
compleio es raiz de una ecuacioén polindmica con coeficientes
constantes, su conjugado también lo es.

Supongamos, que las raices para la ecuacidn caracteristica

de una ecuacidén diterencial de segundo orden son
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ry = h + . v ro = o= Baky
por lo que podemos escribir la solucidn gereral como

Yo = Cj_e(hfi.u).t - cg‘efh—i.w).t-
Siguiendo las relaciones delineadas en el sub-apartado

c.2.1.2, v aplicando un poco de Algebra, pueden comprenderse las

proximas lineas

Ye = eh‘t(cl,ej'”‘t * cg-e_i'v't}
= eh'tfcl.(cos vt + i.sen vt) + cs.(cos vt ~ d.sen vill
= eh‘tf(cl * €opl.cos vt + d.(cy — cpl.sen vil.

En el sub-apartado b.2Z. se demostrd que
Lig + f.vd = LEal + dabfwnl = 4
Ademas, se afirmé que si u y v son funciones lineales, Y.
puede escribirse como su combinacidn lineal. Siendo

h.t

. u = e LC08 KT \'% o= eh't

.5en v,
la solucidn general puede escribirse como una solucidn de valores
reales, de la forma
Yoo e eh't.(kj.cns vt #* kgp.sen vild,
donde
ky # €y * €5 v ko = (g — cpl.i.

En una ecuacidn diferencial de n—ésimo orden, de cada parejla
de raices compleja y conjugada, puede conseqguirse una pareia de
funciones, seno y coseno, de variable real.

L | la raiz rj h + 1.v se repite s veces, su  conjugado,

Fa = ry, se repetird también s veces. For tanto, estas 2.5 raices
deben conducir a 2.5 soluciones linealmente independientes.

Esto puede lograrse utilizando el recurso que permitiad

resolver el problema causado por las 5 raices reales repetidas.
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Se multiplica cada par de soluciones

h.t

a = el'-t . cos vt v mo= e -.sen v,
por tk, donde k£ = ¢, 1, ..., s—1. Las funciones obtenidas son 2Z.s
soluciones linealmente independientes de la ecuacion Liy) = 0.

D. Solucidén de una ecuacién diferencial no homogénea, lineal vy

con coeficientes constantes.

Como se demostrd en el apartado c. de la seccidn EH., en este
capitulo, si se conccen la solucidn general de la ecuacidn ho-—
mngéﬁea asnciada;yc y una solucidén particular de la no homogénea,
Yps S€ define su solucidn general, y, por medio de

¥ Y ¥ Ipe

Disponemos ya de un meétodo para conocer y.. FPara conocer }rp,
aun cuando existen varios métodos, aqui sdlc evaluaremos el
método de coeficientes indeterminados vy el método de variacion de
parametros.

a. Meétodo de coeficientes indeterminados.

Supongamos que, siguiendo algun criterioc, proponemos la
forma de una funcidn, Vps Que pretendemos sea ura solucidn parti-
cular de la ecuacidn no homogénea

Lyl = g(t),
donde

(=12}

13 "
Y(h. * aj.y

Lyl = - F owwr Fluge¥ * BpeVe

La funcidén serd& una solucidn sdlo =i su imagen a través

’p

de L es igual a la funcidn gi(t?). Fara gue tal i1gualdad se cumpla,

puede ser preciso que algo se adapte en a la regla impuesta

Ay
’p
paor L. En los tres tipos de casos que consideraremos, observare-—

mos que dicho alge son los coeficientes de la funcidn propuesta.

48



Fara determinar la forma correcta de Yp es pertinente consi-—
derar la forma de la funcidn g(t). Supondremos que puede ser de
una de las tres formas siguientes, o una combinacion de ellas:

P ttd = bp.tT # by 08 v .. # b,
getr = 4 Mt p rtd
em't-Pn(t),sen =t ) e”'f.Pn(t).cos zt.
Adivinar en cualqgquier otro caso es, generalmente, muy di-
t1Eil .
'* Caso 1.
Sea
Lyl = g(t),
daonde
git) = by.t? + by AT won @ BT

* oaee *br‘:—I't i bn'

Supcnemos que los coeficientes en L[y] desde a,, hasta a,.;
aon distintos de 0.
Fuesto gue @(t) es un polinomio de grado n, puede proponer-
ze como salucidn particular un polinomio de grado n:
Vp = Ag-t" + Ry BTE K wue s
Supongamos gque aplicamos L a Yps © igual amos su imagen vy

g(tl.

)(n} )(n—z} -

30,(yp * az,(yp a0 Ak +an_1.fyp)' - an.(yp) =
Bpudl & Byt i pus By gt # By
Si1 resolviéramos la sencilla, pero extensa cantidad de
derivaciones indicadas por L, todos los teérminos de ifypj
quedarian expresados como potencias de ¢t con coeficientes wvaria-—

bles. Tomaremos un sdlo término para aclarar lo anterior.
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Observemos que el dnico término en Lfpr que contiene al
factor t" es an+Yps puesto que-es el uUnico donde el polinomio Yo
no es derivado. Separemos de @y -Yp el término an.AG.t”, e igualeé-
mosle con su correspondiente en g(t):

3,-Ag.t" = by.t".

Biendo a, vy b,y coeficientes de LIyl y de g(t), la igualdad
anterior se cumplira sélo si se adapta A,.

Realizadas las n derivaciones indicadas, y tomando factor
comin cada término tk, k = 0, 1, ..., n—=1, se puede construir,
anadiendo el resultado anterior, un sistema de n+*! ecuaciones con
n+l incdgnitas, siendo estas los coeficientes de Yps Ap o
k = 0, 1, ... n. Conocidos estos, queda determinada ura solucién
particular de la ecuacidn no homogénea, cuando gi(#) es un poelino-
mioc de grado » y suponemos que los coeficientes en LLy] desde Q.
hasta a, .; son distintos de 0.

Come fue presentado al comienzo del apartado c., de la
seccion anterior, cuando suponemos que los coeficientes decde ap
hasta a,.; son nulos, cada término de un polinomic, de grado
m=1 Lm = (n-r?]1 y con coeficientes arbitrarios, ec una solucidn
de la ecuacidn homogénea. Como consecuencia, no podemos utilizar
estos » términos, que se encuentran en la primera forma propuesta
para la solucidon particular de la ecuacién no homogénea.

Fara proponer una nueva forma, observemos nuevamente 1la
relacidn

a,-An.tT = ba.tl.

Sabemaos que el unico término en la faorma propuesta que

contiene al factor t" es el escrito en el miembro izguierdo de la

et

expresidn. 51 a =

7i » tal i1gualdad es imposible. La consecuencia



de esta observacion suministra la clave para proponer una nueva
farma para Y-
Si el dnico término gque contiene a t" se anula, la primera

forma de se "reduce" a wun polinomio de grado n-1, y no es

“p
posible establecer un sistema con solucidn dnica para el conjunto
de incdgnitas (A« k = 0, 1, ..., nl. Fara que Yp S€a un polino—-
mio de grado n, basta con multiplicar la forma original por ¢.

Si los m = (n - r2 Ultimos coeficientes de (f{y] son nulos,
por - extension del argumento anterior, la nueva forma para Yp
seria
¥y = A" # At v L. » A

* Caso 2.

Sea
Lyl = qg(t},
donde
git) = e¥-t.p (),
Suponemos que los coeficientes en Livy]! decsde a, . hasta ppy

son distintos de 0.

Un medio de resoclver un problema es expresindolo en términos
de otro problema con solucidn conocida. Para resolver este, gue
se diferencia del anterior solo por la inclusion de la funcidén
exponencial em‘f, donde w es una constante real, se buscd la
manera de expresarlo durante el proceso sdlo como polinomic, para
ap%ovechar la zolucidn del caso 1.

S5e sabe que

fatletgtk) . K w-t_ £ = 1, 2

For lo tanto, siempre que forme parte, como factor, de Ypa



t

podra tomarse e™-' como factor comin al resolver

‘nl

Llyd = ap.y'"" # af-y(nﬂl} #

cee *ap 4.V # a, .y-
Los coeficientes w® son constantes diferentes, por lo que no
salen como factor comidn.
Teniendo esto en cuenta, proponemos la forma
Yp(t? = e¥ Y ouce)
como la correspondiente a la solucidn particular de nuestro
problema, siendo udt) una funcidn por definir.

Al tomar las r derivadas de Ypo cbtenemos

y p(t) = et ract) # wouctr

L .

L S N T
Sustituyendo estas derivadas en

. g s, } 2 -
LLy,d = 30»5?93(") - al.[pr‘" 12 4 ... *ap_y-Lypl” + ap.Ly,]1,

¥p
logramos una expresion donde ettt puede tomarse como factor comun
a todos los términocs. Al hacerse

w pbla
L(yp) = & Lpltd,

¥t 4o ambos miembros de la

se puede, como consecuencia, retirar e
igualdad. El miembro derecho se reduce a un polinomioc de gradoe n,
y el izquierdo, compuesto sdlo por la funéién @, sus p derivadas
con respecto a t vy constantes multiplicativas, al miembro iz-—
quierdo de una ecuacidn diferencial lineal de n—ésimo orden con
coeficientes constantes. En conjunto, conforman una ecuacién no

homogénea como las presentadas en el caso 1.

Sabemus que una solucidn particular para este caso es dada

Uy & At # Mg ¥ .. 4 A

P "



Fara el caso 2, la solucidn seria
ya(t) = et _ca 0 o p 01 4 < A )
- Bk Sl 1~ B '+ Tk
S5i, como en el caso 1, los » = (n — r) Gltimos coeficientes
de LL{y] son nulos, la nueva forma para Yo seria
> - It n n-—1 w.t
Y (8 = & (Ag.t" + Ag.t F oven * AL) . 5

* Caso 3.

Sea
Lyl = g(t),
donde
glt}r = e“'t.Pn(t)-sen Fta
o
g(t) = eM%.p (t).cos zt.

Fuesto que ambas formas de ¢(t) conducen al mismo resultado,
tras un proceso similar, desarrollaremos sélo el correspondiente
a la primera forma.

Sabemos, por lo expuesto previamente, que podemos escribir

sen rt = (eleZet _ pmi.zot, 05 ),

Esto nos permite expresar el término g(t) del pirimer
problema ﬂe torma parecida a dos términos g(t) del caso 2, esto
es, funciones exponenciales multiplicando polinomios

g(t) = eWHI-ZIet rp 272,001 - eWTI-ZIt rp o ctys(2.i0].

La particularidad en este caso es la inclusion de numeros
imaginarios. A pesar de ello, a cada sumando de ¢g(t? puede
proponerse una funcidn similar a la solucidén particular del caso
2. La funcion exponencial siempre podra tomarse como factor comin

de Yps aunque sea de exponente compleio, y el ndmero imaginario

2.1, siendo constante, puede incluirse en los coeficientes de los

4

g
wd o



polinomios de Ypo de modo que puede escribirse

v, p(Wri.zl). 1 S W AL

F T n—1
~CA[- T+ Aj.t ol ks

P
= e(wmf‘z}'t-(ﬁa,t” * Bi-tn—l F e Bn)'

Como en esta expresién subsisten numeros complejos en forma
expanencial, conviene expresarlos en forma polar, con intencion
de transtformar la solucién particular anterior en una funcién de
valores reales, como se hizo en el sub—-apartado c.2.2.2. de la
seccidn anterior.

For lo visto en el sub-apartado c.2.1.2., escribimos
-Licos zt + i.sen ze).(Ap.t" + A" 4w 4 o4
= (cos zt ~ f.sen zt).(By.t" + By t" 1 + ... + B3,

Asociando términos, podemos escribir

P, - It n—1 - o B
Yp = € ALCH T+ Cylt * sipe o Ly teonos zt

* (D t™ +# Dy "« o+ D ).sen zt],
donde
Ck =2 Ak I Bk W Dk = (Ak : Bk)oi,
k = 4, 1, 25 coey N

b. Método de variacién de parametros.

Supongamos que disponemos de la solucidn general, Yeosr de 1a
ecuaci on homogénea, ascciada a la ecuacidn no homogénea que
deseamos resoclver, y que dicha solucidn es la combinacidn lineal

yc Lo CI-VI * Cz.y? * oeww P Cn-yn-

Fostul amos gque podemos hallar wura solucién particular, Yo
de la ecuacidn no homogénea, a partir de la combinacidn anterior,

sustituyendo sus coeficientes por funciones Uyl wuuy u, (t) que

debemos determinar. A esto se llama hallar la solucidn par

variacidn de parémetros, método aplicable para resoclver ecuacio-

nes diferenciales con coeficientes constantes o variables.



Escribimos
Yp = Ug(tl.yy + usltloys + oo # dp (Troy, .

Fuesto que las n funciones uy, (¥) son incognitas, necesitamos
de n condiciones que determinen un sistema consistente de ecua-
ciones. La primera de ellas, cbviamente indispensable, es que con
Vp sea satisfecha

L{pr = ().

51 esta condicién se satisface, no importa la forma de las
func{ones u, (k = 1, 2, ..., n). Las n-1 condiciones faltantes
pueden escogerse de manera que las derivadas yp', e yp(”),
necesarias para definir L[pr, tomen formas lo mas sencillas que
sea posible. Una manera de hacerlio es imponiendo restricciones
que impidaﬁ la aparicidén de derivadas para las i, de orden supe-
rior al primero en yp’, g yp(").

La primera derivada de Yp con respecto a ¢t es, por las
reglas de la suma y el producto,

Yp' F CEpe¥y' ¥ Gga¥a® # cen o dgiyyI

* T ayy F Be s o see ¥ U )

lLa sequnda derivada de Yp €ON respecto a ¢ serd mas sencilla
si imponemos arbitrariamente la anulacion del segundo rengldn de
la expresidn anterior:

W ¥y * U Be¥a ¥ s F ULy = O

Al taomar la seqgunda derivada de Yp con respecto a ¢ (la
primera de yp') tras hacer efectiva la condicién impuesta, ten-—
dremos
Fomer T Upalyp

L= i n'\/n



Fara facilitar la obtencidn de la tercera derivada de Yp con
respecto a ¢ podemos imponer arbitrariamente una tercera condi-

cion, haciendo

@ ga¥yg" F Wipu¥o' # sss P WLy, = O
Tenemas una condicidn referida al cumplimiento de.
L(yp) = g(t), y dos establecidas para simplificar las derivadas

primera y segunda de Yps hacieéndoles contener sélo derivadas de
primer orden para dy.o Nos faltan n—-3 condiciones, que podemos
imponer de manera que las siguientes n—-3 derivadas de Yo también

contengan solo derivadas de primer orden para Uy

Asi, para tener

] . Omd (m)
Vp'™ = Pgapy ™ kugayy ™ 4 o * gguv, ™,
impondremos
U‘J_szmml) # u-?.yffmmj} F o u.n_ynfmwl) = 0,

donde & = 3, #3 wewie B = La

Disponemos ya de las r condiciones, pero nos falta expresar
la primera, Lfpr = g(tl, en términos compatibles con las restan—
tes n—-1 ecuaciones. Fara ello sdlo nos falta conocer la forma de
yp(n) y sustituir las n—-7 derivadas que hemos definido previamen—

te, v la funcidn Yp aue postulamos al comienzo, en L[pr.

La n—~ésima derivada de Yp €S

e ERY Nl . i CP2

“p = (Uy-vy T oewe * ULy, !
o . ; o 1 J . ( ke .’

& b !-ijn F o pus B i 1)y

Hallando L[yP} e igualando el resultado a g(t}), se abtiene
. =12 . B G s
Y R T 1 5 = gltd,
porgue todas las funciones ultly, & = 1y, 2, ..., n; aparecen

multiplicadas por L[ykj, que, como sabemos, son nulas (yk s0n

soluciones de la ecuacidn homogénea asociada).



En base a las n condiciones presentadas, puede escribirse el
siguiente sistema de r ecuaciones con n incégnitas, donde las

incagnitas son las n derivadas g "y

Wig-Yg * Uige¥g * eoe * Upiyy, = O
WAV Y T CBY P F sen F @y W@
R FRGAG T wen B W i, 0
L -
. yn=1) Cgtn=1) .
4 gy I Y e ¥ Yy R A

En términos matriciales, podemos escribir
Witi.u = g(tl.e,,
donde W(t) es la matriz Hronskiana, definida en el sub-apartado
b.1.2. de la seccitn . de este capitulo,u es el vector de
incédgnitas, g(t) es el término de la ecuaciédn no homogénea, vy ey
es un vector columna de n componentes, cuya n—ésima componente ec
I y todas las demas son O.

Sabemos que, por ser Vs «wws Y, €1l conjunito fundamental de
soluciones de la ecuacion homogénea asociada, son linealmente
independientes, por lo que W(t) = detlWit)] és no nklo, v Wit!) es
invertible. De alli que siempre podamos escribir

u = getIwcerl e .

FPaira obtener cada componente de u por separado, puede usarce

la regla de Cramer, que implica, para k = 1, 2, ..., rn,

@', () = GUEI.H, (EI/HCt),
daonde Hp(t}! es el determinante de la matriz gque se obtiene al
suplantar en W(t) su k—-ésima columna por e..

Integrandc las n derivadas ', (t) con respecto a t, leo que



puede ser muy dificil, vy sustituyendo cada resultado en

Yp .y, + oal(tliys + .. + un(t}.yn,
tenemos,
T t
yp(t) = % Yp(t?. [Lals) . H,(s)/H(s)]1ds

m=1.

E. Segunda nota sobre estabilidad. Ecuaciones cen coeficientes

constantes.

8i son negativas las partes reales de todas las raices de la
ecuaciaen caracteristica correspondiente a una ecuacién diferen—
cial homogénea de n—ésimo orden con coeficientes reales constan—
tes, el valor de la funcidn Y- tiende a 0 cuando ¢t tiende a
infinito. Tal ecuacién tiene un equilibrie asintéticamente esta-—

ble en

Yee = ©. La ecuacidn no homogénea a la cual puede

w39 W es constan—

asociarse tiene definido el eguilibrio por vy Yo

p

te, el equilibrio es estacionario. Si no, es mdévil.
El teorema de Routh-Hurwitz, que no demostramos, permite
determinar, =in resolver la ecuacion, si son negativas las partes

reales de todas las raices de la ecuacion polindmica de grado n

apet? * g pPd o .. % a pedt Foas B0
[ 1 =1 n =

Esto ocurre, segun el teorema, si y s6le =i los n primeros

determinantes de la sucesidn

)
o
!
ey
e s Y 2
s ~
W
o
|:_',
[
L
L]

50N positivos vy as o 2 7 T8



CAPITULDO IV.

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales que se presentaran

en este capitulo son de la forma

xI' = szt, Xfr Xop aves xn},
Xeo' = Fall. Xje X0g cvcs xn),

Z 2
i .
. -
v .

Xy R F,0t, Xjs Xae cees An).

Las variables Xje X040 coeq X dependen todas de una sals, t.

n

El sistema se define para un cierto intervalo I.

51 el sistema puede escribirse como

,3\'1' - pziff}.xi g pir’r(t)"‘:n -y gz(t}v
. [
X' F Py (tloxgy + ... pnn(t).xn - gn(t),

se dice que es lineal. 8i todas las funcicnes g () son
idénticamente nulas en 1, el sistema es homogéneo. 5i al menos
urna no lo es, e= no homogéneo.

El sistema tiene solucidn en 1 =1 existe un conjunto de n
funciones, x; = xET%), ceee X, = X (t), que le satisfagan en todo

1. Pueden establecerse condiciones iniciales de la forma

) . i . g . . O
26850 = g%y wwmp Rpflpd & 3.9,

donde ¢, es un valor de ¢t en I, v los xku, & o A eewe by SO0
numeros asignados. Resolver un sistema que satisfaga dichas
condiciones es resolver un problema de valores iniciales. Fueden
probarse, lo que no haremos, teoremas gue afirmar la existencia

de una unica solucidn, dentro de un intervalo definido, para cada

problema de valores iniciales en sistemas lineales o no ilineales,



21 las funciones conocidas involucradas cumplen ciertas condicio-—
nes. Fara el sistema lineal, las funciones Pij ¥ Qjr I S dy ey
ny i = 1y ..., n, deben ser continuas en I, que contiene a te
Fara el sistema no lineal, las funciones Fk y las n derivadas
parciales de cada F;, con respecto a Xpo k2 1, ..., n, deben ser

continuas en una reqidn R del espacio t58; ... X ue contiene al
- 1

n?

punta (., xzo, g xnﬂ}.

Dos ecuaciones estan ligadas si tienen ambas una varia-
hle dependiente en comun. Siendo esto lo habitual, las ecuaciones
que forman el séstema ligado deben resolverse simultaneamente, a
menos gue se encuentren métodos que permitan hacer el sistema no
ligado, cuyas ecuaciones puedan resolverse consecutivamente.

Es importante destacar gque toda ecuacitn de r—-ésimo orden

puede expresarse como un sistema de ecuaciones de primer orden.

Considérese

Y(n) = Flh s ws 2°5 s y(nni))_
Definanse las variables x;, x5 # ... # x, como
_3‘,1 = v, "\‘:E 4 y!’ T “\"‘n e y(ﬁ“f,r‘,
de donde

Ry = Nag

o' = Nz,
Xp—y = Xy

¥, = F(T, Xj, X4 swey xn),

caso especial del sistema presentado al comienza.
Este capitulo se divide en dos secciones. En la primera se

abordaran temas relativos a la solucidn cuanititativa de laos



sistemas lineales. En la segunda se hara referencia a dos formas
de evaluar la estabilidad de sistemad autdnomos, no necesariamen-—
te lineales, de dos ecuaciones.

A. Sistemas de ecuaciones lineales d

primer orden.

Antes de comenzar la primera seccidn, es preciso hacer una
nueva referencia sobre la notacidn. En el apartadc a. de 1la
achién H. del Capitulo III se afirmd® que podia considerarse
vector toda funcion selucidén, y, puesto que era elemento del
espacio vectorial C"(I). Igualmente, se consideraron vectores sus
n derivadas. Siendo legitimo y util escribir las funciones vy,
V' eway y(") como los vectores y, Y 53 «as4 y("), se hiéo en
buena parte del capitule anterior.

En este capitulo retornamos a la notacidn vectorial, pero no
la empleamos de la misma manera. Observemos nuevamente el sistema
lineal va presentado

.

X' o= pyyCtlexg + oaos * pr tdox, + gplt),

n

.

-

Xp' ¥ pug(Eloxy + o0 # Bunftden, + Gy (1.

Todo sistema de ecuaciones lineales puede escribirse en
términos matriciales. fAsi, el sistema anterior puede escribirse
Como

" = Pftidan # gliti,;
donde x es un vector n x I cuyas componentes son las n funciones
desconocidas, x’ es el vector n x¥ [ cuyas componentes son sus n
primeras derivadas y gt} es el vector r x 1 cuyas componentes

son laos n términos de cada ecuacion diferencial, funciones que

supondremos continuas en [. P(?#}) es una matriz » v n cuyos ele—

&1



mentos son las funciones Pijo 3 = Ly 2y sowe BF J 3 Ty Dy cuuy B,
supuestas también continuas en I.
Sabiendo que cada +funcidn Xpo k=1, 2, ..., n, es elemento

del espacioc vectorial ¢"(¢I1), podemos convenir en la posibilidad
de escribirla, con notacién vectorial, como ¥,- Esto nos condu-
ciria a declarar que el vector » tiene por componentes n vecto-
res. Formalmente no hay contradiccién en lo afirmado. Sin embar—
go, para hacer mics clara la exposicién, se utilizara 1a notacidn
vectérial 5010 para escribir sintéticamente los sistemas de
ecuaciones vy transformarlos mediante procedimientos de alagebra
lineal.

Es conveniente advertir, por udltimo, que los sistemas con
coeficientes variables seran mencionados sélo tangencialmente,
puesto que su estudio es de una dificultad superior a la que
puede alcanzarse en estas paginas.

a. Sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes;
a.l. Algunas caracteristicas comunes a los sistemas con coefi-
cientes constantes y variables.

Hemos visto ya que un sistema lineal no homogéneo con
coeficientes variables puede escribirse como

T = Pl + gitl.

Sabemos que =i g(t) es el vector nulo, 0, el sistema es el

homogéneo asociado al no homogéneo, de la +uéma
#° = PlEI.x-

La saglucidn general del sistema homogéneo, sumada a una
solucion particular del no homogéneo, permite determinar 1a
solucidn gerneral del sistema no homogéneo. Esta afirmacion, que

i

et



no demostramos, y algunas que hallaremos luego, son analogas a
las presentadas en el Capitulo III para ecuaciones homogéneas de
n—ésimo  orden.

Enunciaremos dos caracteristicas de la estructura de solu-—
ciones del sistema homogéneo que nos seran dtiles en lo sucesivo.

# Fuesto que el vector x de incdgnitas es un vector columna
con n caomponentes, un vector de soluciones debe ser un vector
columna con n componentes.

# Fuesto que cada elemento de x' es una combinacién lineal
de n funciones diferentes, todo vector solucidn de

XY = PeEla
debe poder expresarse comc combinacidn lineal de r vectores
sdlucién, linealmente independientes.

Lo anterior nos permite afirmar que, para ser X(t) un con-—
junte fundamental de soluciones para el sistema homogéneo, debe
ser  una matriz n x r, con rn vectores colunna, x (1) = x(j)(f),
i =1, 2, ..., rny, cada uno con n componentes, xj(j)(t), I = 1.

2y vy n. Asi, podemos escribir

@y 2 gy h s xjf”)(tﬂ
X(t) = ;

o T . Cad
X A fae Xy (i)

=

O

Xetd) = Ex W ¢es 1 @ egy 1 L1 x ™ e,
A pesar de ser diferente al definido en el sub—apartado

b.1.2 de la seccidn C. del Capitulo III, el determinante de esta

matriz es llamado Wronskiano de las n soluciones, escribiéndoze



det X = W [x‘1) (2 )y,
En base a todo lo expuesto hasta ahora en esta seccion, se
puede escribir el vector x como la combinacidn
x o= oz.xVér) » . oe e x'™ g,
donde €y, ..., <, Son constantes arbitrarias. En notacién matri-
cial, esto seria equivalente a
®x = X(tl).c.

Existird una solucidn udnica para un problema de valores
iniciales si, asigndndose valores a x = x(¢} v a X(¢t) en ¢ = tos
puede encontrarse un unico vector c. Esto es posible siempre que
el WNrornskiane no se anule, hecho que se verifica solo si los

@ ¢ty coo x™(t) son linealmente indepen—

vectores x‘l’(t), x
dientéﬁ. F"ud_iendn ty ser cualquier ¢ en I, concluimos que el
conjunto Tundamental de soluciones para el sistema homogéneo debe
contener n vectores solucién linealmente independientes, con n
funciones componentes cada uno.

5i exigimos que

P(t) = A,

donde A es la matriz n ¥ n de nameros reales

211 e
a =
Ap g LA 2nn
=1 sisltema
' o= P(tlr.x
se convierte en
®x'° = A.x,

aue determina un sistema homogéneo de ecuaciones con coeficientes

&4



constantes. Estudiaremos este sistema a continuacidn.
a.2. Bistema homogéneo de ecuaciones con coeficientes constantes.
a.2.1. Métado | (sin diagonalizar A).

Sea el sistema

Sabemos que x debe contener n componentes, pero no sabemos

cuales. Por analogia con lo ya expuesto, propondremos

donde v, es un vector constante desconocido » x I. FPara conocer x
debe determinarse primero v.
Sustituyendo la forma propuesta de x en el sistema, tenemos
r.ef-t. v = A.v.er‘f1
aque puede reducirse a
rov = A.v.

Notemos que en este sistema debemos determinar dos incégni-
tas, el escalar r v el vector v, relacionadas por ura condicién,
que llamaremos primera. Si establecemos que v debe ser diferente
de 0, r sera un eigenvalor de A, y v un eigenvector de B, corres-—
pondiente a r.

Fara determinarlos, reescribamos lo anterior como

N = .. = B,

Fara que este sistema no tenga sélo la solucién trivial,

esto es para que v % O sea solucion, es preciso que
A ry = det A - r.1) = 0.

Esta igualdad, denominada ecuacidn caracteristica, nos

suministra la zegunda condicidn.

Como puede verificarse,



GWt R = T = der® # dper®T # Lew # gy goF il
donde, por ser A matriz de numeros reales, dgp. ..., d, son nume—
ros reales.

Con esto, el problema se reduce a hallar las n raices de una
ecuacién polinomial. Conocidos estos, se sustituyen en la primera
condicién, determinandose los n eigenvectores de A, Vi, ---3 Vno
correspondientes a los n eigenvalores de A, rje. «-=5 Ip-

Como las raices de la ecuacidén pueden ser reales o comple-—
jos, v -pueden repetirse, los eigenvectores pueden ser reales o
compleios, y pueden repetirse. Feto es muy importante para el
estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales.

En las prdximas lineas expondremos sdlo los casos cuyos
eigenvalores no se repiten, puesto que tienen un método general
de soclucion.
a.2.1.1. Eigenvalores reales no repetidos.

Sean Vi, ---3 V los n eigenvectores de A correspondientes

n

a los eigenvalores ryj;. ---: Fgo reales y distintos. Fuede

probarse los n eigenvectores son linealmente independientes. For

1o tanto, el conjunto de los n vectores solucidn
%KY 4) = erk'tvkq k= 1, 24 siwg By
es un conjunto linealmente independiente.

En consecuencia, la solucién general de la ecuacidn homoge-

nea es, en este caso, la combinacion lineal

Frn.t

ril.
5 e
vy van TE @ v

X‘::CI-—E n-
a.2.1.2. Eigenvalores complejos no repetidos.
A continuacidn se utilizardn conceptos expuestos en las

sub—apartados b.2., c.2.1.2. Yy c.2.2.2. de la seccidn C. del

Capitulo III.

o~
e‘



Sabemos que si un ndmerc compleio es raiz de una ecuacidn
polinamial con coeficientes reales, su conjugado también lo ee.
En lo siquiente supondremos que sdlo un par de numeros complejos
conjugados son raices de la ecuacidén caracteristica,

Fyg = 8 & T ¥ ry = & = Zuws
Obtendremos los dos eigenvectores correspondientes sustitu-—
yendo las raices en la primera, de modo que, por medio de
(A - ry;.Idevy =0 y (A~ FI.I).VI = 0,
determinamos los eigenvectores complejos
vi =a+ i.b v Vy = & = j.h,
Las dos soluciones correspondientes del sistema son

x(2) (t) = !?Fl’t—

w5200y w @ Tety, ¥y

v

Es posible convertir estas scluciones de valores comple jos
.
en soluciones de wvalores reales. Para ello basta encontrar dos
soluciones de este tipo, linealmente independientes, en x 1) 5 en
x (22 Considerar la combinacidn lineal de ambas nos conduciria al
mis=mo resultado.
Comenzamos reescribiendo xtl),
2 1) ep) = gChtioviot (o 4 ;.b).
Expresando ej'V't en forma polar, tenemos
= eh’t.(c0s vt + J.sen vil.la + J7.b).
Resolviendo el producto v aseociando términos segun =i tienen
o no el factor imaginario I, podemos resumir la igualdad anteriar
con
1) ¢3) = uctr # i.zctr,

donde 2

udtl= € sl @uwCOE vt e b.zen v i)



b 4
z(t)= et ra.cos vt * b.sen vil.

Fuede probarse, lo que no haremos, gque ambas funciones son
linealmente independientes. Si el resto de los eigenvalores son
reales y repetidos, la solucién general de la ecuaciétn homogénea
que estudiamos seria la combinacidén

% = Cy. Wlh) # Co.z(t) + cguetI-ltyg
sy g T ey,
a.2. Método 2 (diagonalizando A).

Sea el conjunto no ligade de ecuaciones diferenciales de

primer orden

Yy = dyp-vys
Y = ﬁgﬂa?g;
Vn' o dnn'yn’

donde d;,, done <20, d son numeros reales.

nn?

Fodemos escribir el coniunto anterior como

Yg' = dygeyy * 0¥y sun + Ouypey * O.yp,
YW % Oeyy #dop-¥p * wes F Ouypog * 0oy,

.

-

Malfy ® Baly * veu ¥ YeVp—1 " Gyp Yy

Vi

En términos matriciales, lo anterior seria

y' = D.y,
donde D es una matriz diagonal, esto es, una matriz cuadrada
r X n cuyos elementos d;; =on distintos de ¢ sélo cuando [ = j.

Ciertamente, un conjunte ne ligado como el presentado al

comienzo no requiere de meétodos matriciales para hallar las n

&o



soluciones regqueridas, puesto que las ecuaciones no pueden resol-
verse simultaneamente, sino cada una por separado. Sin embargo,
la solucidn de sistemas de la forma

x° = A.x
puede simplificarse si el problema puede reducirse a resolver un

sistema

éara hacer esto es necesario que A sea diagonalirzable y que
hayva una relacidn conocida entre x y y.

A es diagonalirzable si existe una matriz inversible V, tal
que

viauwy .

Exponer el proceso que justifica la expresion anterior nos
conduciria & ectudiar por qué cualguier transformacion lineal
T: V ——— k, donde V v #H son espacios lineales con dimension
finita, puede considerarse como una transformacion matricial, v
como puede hacerse esto (#). Abordar este punto esta fuera del

alcance de este trabajo, por lo gue aceptaremos la afirmacidn

sin demostracidn.

Arortunadamente., si podemos demostrar gque la matriz D tiene
en su diagonal los n eigenvalores de A, v gue la matriz V tiene
por vectores columnas los n eigenvectores de A, correspondientes

a cada eigenvalor.
Si A es diagonalizable, xigste V inversible tal que
vl av = D, por lo que, premultiplicande por V, A.V = V.D,

() Ver Anton, 1989, paqgs. 284-296.
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es decir,

Vit cee Vrpl [Ty - o

. »

_l-"n} - - - Vnn \-(} - - - Fn +

Resolviendo la multiplicacidn, tenemos

-

’
AR vew Syuv¥ie

W et S rn*"ngj'
Fodemos escribir las matrices V v V.D como
V=1>0vy I vo i ... 1 v, 1]
Y
VoD = [ryevy & raevo 1 wee 1 r, v,
de donde
ﬁ.vl =rjeVis A.vo Sra.va, ...y Alvy T
Puesto gque V es inversible, Vis V23 «--4 VvV, son vectores
diferentes de cero y linealmente independientes. Los vectores vy
los escalares (rj, rop, ..., r,) que satisfacen las igualdades
anteriores son los eigenvectores vy eigenvalores de A.
Retarnemos a los sistemas
" = A.x s Yy = D.y.
la relacion entre »x y y es consecuencia de la definicidn
vi.a.v = p.
Sustituyendo D en y° = D.y, tendremos
y' = (vl awv_y.

51 premultiplicamos por V, abtendremos

V.y® = A.(V.y).

AR



Comparando con x° = A.x, vy recordando que los vectores que

forman V tienen componentes constantes, establecemos que
x = V.oy.

De lo anterior, bcdemms concluir lo siguiente. Conocidas las
funciones y, que pueden hallarse consecutivamente, puesden colo-
carse sobre la diagonal principal de una matriz diagonal Q. E1
conjunto fundamental .de soluciones X se definiria a través de

X = V.B&.
b. Sistemas lineales no homogéneos con coeficientes constantes.
b.1. Método 1 {(matriz de coeficientes diagonalizable).

Sea el sistema
' = A.x + gitl,

donde A es diagonalizable. Utilizando les resultados del sub-
apartado anterior, puede escribirse el vector solucidédn % como

® = V.y,
donde VYV es una matriz r x n cuvos vectores columna son los
eigenvectores de A. Dicha matriz es inversible, vy puede diagona—
lizar la matriz A. El vector y es un vector cuyos elementos son
funciones desconocidas. Igual que en el caso expuesto en la
seccion anterior, este cambio de variables permitira deszligar las
ecuaciones del sistema, facilitande hallar su solucidn.

Sustituyendo x en el sistema, tenemos

Voy® = A.V.y + gitl.

FPremultiplicando cada miembro de la iqualdad por la inversa

de V, se obtiene
y' = wlawv.y + vl get),

que puede escribirse de 1a torma



v = Doy € htt),
donde het) = V_l.g(t) y D es la matriz A diagornalirada, cuya
diagonal principal contiene los n eigenvalores de A.
Cada fila del sistema anterior puede representarse como
y'k(t) & KWty & hyct?, & = dy eewy By
donde r, es el k-ésimo eigenvalor de A y hp(t) es combinacién
lineal de g,¢t), ..., g,(t). Esta expresidn es una ecuacioén
diferencial no homogénea de primer grado, cuya solucién general,
como se expuso en el sub-apartado b. de la seccién A. del Capitu-—

lo I, es una funcidn de la forma
Ye(t) = cp.efd-t o ori-t  [h (s).e™0i-5gs,

Conocida cada solucidn Y (t?, puede construirse el vector y
Yy regresar a x, la variable original. Asi, puede escribirse el
vector x, solucidn gerneral del sistema no homogéneo dado, como

¥ = V;y.

b.2. Método 2 {(matriz de coeficientes no diagonalizable).

Supongase que la matriz A no es diagonalizable, o que, en
lugar de una matriz A de coeficientes constantes, disponemos de
una matriz P(t!) de coeficientes variables.

Sea el sistema no homogéneo

X" = Pltl.x + gt).

Aplicaremos el método de variacidn de pardmetros a este
sistema, para hallar, no ura de sus soluciones particularesz, caoma
erl elISuh—apartadD b. de la seccidén D. del Capitulo III, sino,
directamente, la solucidén gerneral del sistema no homogénea.

Fara aplicar el método, precisamos, como en el caso ante-—
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rrior, conocer la solucién general, Xe s del sistema homagéneo
asociado
X = P(ti.n,
que puede escribirse como combinacién lineal de los n vectores
que forman el conjunto fundamental de soluciones, X(t), esto es,
coma
e = X(t).c.
51 variamos parametros, cambiando los coeficientes constan-
tes que cmmpnnen"é -par funciones Incdgnitas, wy(tr, ..., U, 4
tenemos
w = X(tloult),
donde haremos del vector x la solucidén general del sistema no
homogeéneo, v de u(t} el vector que contiene las funciones 1ncdg-
nitas que se definiran de manera que la igualdad postul ada se
verifique. Fostergaremos su definicién hasta el tinal, =stable-
ciendo primero las relaciones que nos llevan a ella.
Sustituyendo x en el sistema no homogéneo, tenemos
X'@g2oudt) + X(tlou () = Pl X(tdl.ult) + git).
Puesto que X(t) es un conijunto fundamental de soluciones del
sistema homogéneo, se cumple que
X"¢t}l = Pt Xct),
de donde
Xctlhou' (¢} = git).
Fremultiplicando la expresién anterior por la inversa de
Xct}), se despeja la primera derivada de u(t} con respecto a ¢,

que asume la forma

TREE - X~ Leer.geer:



Integrando una vez la expresion anterior, se tiene
t

ufct) = Xul(s).g(s)ds + o

51 sustituimos la expresion anterior en
x = X(t).ult?,

obtenemos
x = X(t)l.c + X(t).| X Yis).gisras.

Fuede reconocerse en el primer término del sequndo miembro

al wvector x solucidon general del sistema homogéneo asociado. El

=4
segundoe término es una solucidn particular del sistema no
homogénea. For lo tanto, x es su solucidn general.

La condicidn inicial en un preoblema de valores iniciales

: P . - ]
para un sistema de ecuaciones se define asignanda valores, xk(, a
cada funcidn ¥y elemento de x, en tn, de manera que, partiendo
de

g i (=
x(thd) = x&,

puede determinarse el valor del vector c de coeficientes mediante
e = XLk, .58,

B. Estabilidad en sistemas autdnomos lineales y no linegales.

En la seccidn c. del Capitulo I se hizo referencia a la
importancia de saber si una ecuacién diferencial tiene puntos de
equilibrio, cuantos vy cdmo caracterizarle segun su tipo de esta-

Bilidad. En esta secciédn intentaremos exponer dos métodos que

7



permiten determinar el tipo de estabilidad en sistemas auténomos
de dos ecuaciones simulténeas, sin resolverlos. Fara hacerlo,
definiremos primero sistema autdnomo y luego punto de equilibrio,
sefalando su clasificacion segin tipo de estabilidad.

Se define como sistema autébnomo de ecuaciones todo sistema
en cuyas ecuaciones la variable t no aparece explicitamente.

En lo sucesivo, consideraremos un sistema autonomo de dos

ecuaciones simultdneas de la forma

ax dy
== PN Y = = Glx,.y),
gt at
donde x = f(t) y y = g(t?, las funciones F y ¢ son continuas v

tienen derivadas parciales en algun dominio del planc ty. Estas
condiciones asequran la existencia de una solucién particular
unica a un problema de valores iniciales. En esta seccidn, 1la
condicion Inicial no se asigna indicando el valor de las fun-
ciones cuando ¢ = tne Sino suponiende un Gnico valor de # = te
que permite la satisfacciﬁn simultéanea de ambas ecuaciones en el
punto (X e Yol« Es importante resaltar que este es ur punto comin
a dos funciones especificas, Xp = TOE) vy Yp = g(tl, que, juntas,
constituyen la solucidn particular dnica del sistema que
satisface la condicidn inicial dada.

Un purnto de equilibrio o punto critico es una =olucidn
particular del sistema, dada por un punto (x_, Ye! tal que las
derivadas de las funciones x Y ¥ €on respecto a t son simulta-
neamente nulas. Es, por lo tantoc, la solucidn constante del

sistema. Fuesto que las condiciones establecidas garantizan la

existencia v unicidad de toda solucidn particular, podemos



afirmar que existe un dnico punto de equilibrio.

Un punto de equilibrio es asintdticamente estable si, luego
de una perturbacidn gue saque al sistema del equilibrio, los
valores de todas las soluciones del sistema tienden a tomar los
de equilibrio cuando t tiende a infinito. 5i esto ocurre solo
"cerca" del equilibric, se dice que el punto es localmente esta—
ble. S1 no importa que tan cerca se esté del equilibrio, el punto
es llamado gleobalmente estable.

S1 algunos o todos los valores de las soluciones del siste—
ma tienden a alejarse del punto de equilibrio, cuando t tiende a
infinito, luego de una perturbacidn, se dice que el punto es
Inestable.

51, después de la perturbacién, los valores de las solucio-
nes del sistema N1 se acercan ni se alejan del punto de equili-~
brio, oscilando sobre ¢l o girando a su alrededor cuando t tiende
a infinito, el punto es denominado estable.

Notese que tanto un sistema lineal como uno no lineal s0n
sistemas autdnomos si cumplen con las condiciones p%eegcritas.
Fuesto que las conclusiones resultantes de analizar cada sistema
seran las mismas en ambos casos, nos afincaremos en 1o siguiente
sabr; el caso no lineal, expresando cada ecuacidn como una furn-
cion 1mplicita. En ocasiones es muy dificil resolver sistemas de
este tipo, por lo que los métodos que presentamos a continuacidn,
al permitir determinar el tipo de estabilidad de los equilibrios

21 hallar su solucidn, son muy Utiles.
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a. Diagramas de fase.
a.1. Notas centrales.

Reescribamos el sistema autonomo, esta vezr de la forma

xt = Elxy %)y ¥ B Glx: ylaa

Observemos que las derivadas de cada funcidén con respecto a
t, que consideraremos represeﬁta la variable tiempo, estan defi-
nidas como funciones sdlo de Y ¥, por lo que tales derivadacs
pueden representarse en un plano cartesiano tal que los valores
de x se cologuen sobre el eje de abcisas y los de y sobre el de
ordenadas. E1 plano Xy resultante es llamado plane fase.

Fuesto que hemos establecido que nuestro sistema auténomo
debe tener un unico punto de equilibrio, y que se situa donde,
Eimulténeamente1 X' = 0y vy = 0, sabemos que podremos encontrar
en el plano fase un punto (xg Ye! que cumpla con la condicion
indicada. |

Fara hacerlo, basta resolver el sistema

Fex, vy = 0 v Glx, y2 = @,
donde cada ecuacidn indica el lugar geométrico de todos las

puntos (x, y) tales que en ellos las funciones derivadas, x° v

:

.

Y 5 S& anulan. For el supuesto de unico equilibrio, ambos
conjuntos de puntos deben tener un nico punto en comin, que
11 amamos (Xgpo Ye?s ¥ que supondremos en lac siguientes paginas
s0lo se encuentra en el pPrimer cuadrante del plano fase. De esta
manera, hemos hallado gréficamente el punto de equilibric.

Ahora requerimos determinar el tipo de estabilidad del
punto. Sabemﬁs que su clasificacidn depende del comportamiento de
los valores de las soluciones del sistema cuando ¢ tiende a

infinita, por lo cual nos basta representar graficamente



soluciones representativas de todas las posibles y determinar si
=@ acercan, se alejan u oscilan en torno a (xXg: Ye? cuando ¢
tiende a infinito.

Hemos escrito que cada solucién particular estd dada por un

par de funciones de ¢, x_ = f(t) vy

p Yp = g(t). El lugar geométrico

de todos los puntos (x, y) que corresponden a ambas funciones
puede gratfticarse sobre el plano fase. La grafica de una soclucién
es llamada travectoria.

For supuesto, determinar directamente las direcciones de las
trayectorias representativas puede resultar imposible. Para
hacerlo graficamente, es-preciso evaluar las derivadas de cada
ecuacion de los sistemas

.

xX° = Flx, y? \4 y' = Gix, y?

Fix, vy} = 0 Y Gix, vy} = 0.

Una explicacidn general del método es indeseable, dada la
complejidad de los casos particulares. Sin embargo, intentaremos
tal explicacidn mientras nos encontremos sobre el tronco comin
del cual parten tales casocs.

Motemos que cada ecuacidn del primer sistema ﬁe{ine tados
las puntos del plano fase como las derivadas x° ¥ ¥'a ¥ que las
ecuaciones del segundo separan del plano fase sdélo los puntos gue
anulan tales derivadas, es decir, donde las funciones X ¥V ¥ na
varian ante wuna variacién infinitesimal del tiempo. Por esta
razon, cualquier punto del planc fase gue no se halle en una de

las ecuaciones del sequndo sistema indica derivadas x° v oy’

positivas o negativas con respecto a ¢.
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Antes de hacer un andlisis de conjunto, analicemos qué
bcurre cuando x’' » O, y cémo saber en cuales partes del plano
fase esto sucede. Para ello, presentamos graficamente tres ejem—
plos diferentes, considerando sélao las ecuaciones x° = Fix, v v
Flx; wvi = @,

Caso 1 (Grafica IV. 1.)

Supondremos que la derivada implicita de y con respecto a x
tomada en la sequnda ecuacidn es positiva. Por tanto, esta fun-
cidn Puede dibujarse como una curva creciente en el plano fase.

Supondremos ademds que la deriyada parcial de x’' con respec-
to a ¥ en la primera ecuacién es negativa. For tanto, a medida
que aumenta el valor de x el valor de ¥° se hace menor.

Tomemos cualguier valor para vy, y mantengamosle constante.
Hallemos el valor de x para el cual, dado y, x° = 0. Por lo
escrito en el parrafo anterior, sabemos que a la derecha de este
punto x° ¢ ¢, ¥ a la izquierda, x' » 0.

Fuesto que y puede ser cualquier valor en el eje de ordena-—
das, la grafica de la ecuacion Fex, y) = 0 divide en das semipla—
nos al plano fase, siendo todas las funciones x = T(t) a su
derecha funciones cuya derivada con respecto a t es negativa, v,
& su izquierda, con derivada positiva.

For ello, aunque ¢ no aparece explicitamente en el plano,
pueden dibujarse flechas horizontales a cada lado de F(x, yJ) = o,
indicando la direccidn de los cambios en x = f(t}) ruando se
incrementa t. Par la expuesto en el pdrrafo anterior, puede

comprenderse gque ambas apunten hacia la grafica donde x°' = .
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Caso 2 (Gr&fica IV.2.).

Supondremos que la derivada implicita tiende a Infinito, vy
que la derivada parcial es positiva.

For medio del mismo tipo de analisis del Caso 1, puede con-
cluirse gue ambaé tlechas apuntan en direccién opuesta a las de
dicho caso.

Caso 3 (Grafica IV.3.).

Supondremos que la derivada implicita es nula.

La derivada parcial de x’' con respecto a ¥ también es igual
a Oy por lo que no nos permite saber én éual de los dos semipla-—
nDé ¥ 3} 0. Fara determinar esto, se usa la derivada parcial de
X' con respecto a y, puesto que permite hallar el signo del
incremento de x° a medida que vy asume valores mayoares. Recuérdese
que lo importante es saber cdmo varia x cuando aumenta t, esto
es, cual es gl signo de x°.

Supongamos que la derivada parcial de x‘lcnn respecto a v es
negativa.

Tomemos cualquier valor de x y mantengdmosle constante.

Hallemos el valor de y para el cual x° = @. For lo escrito en el

oy
-

parrafo anterior y en el Caso 1, inferimos que x° en el
semiplano inferior, v que x' ¢ ¢ en el superior.
Fuesto que las derivadas x' indican variaciones de xy, las

lineas continlan siendo horizontales: las del semiplanc i1nferior

apuntan a la derecha y las del superior a la izuierda.

i s L E:) i s o i i

Estos tres casos son solo ejemplos escooidos para x. FPara v
el analisis es similar, conduciendo al dibuio de dos flechas

verticales para cada semiplano determinado por Géx, yt) = @
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equilibrio., cuando ¥ tiende a infinito.
Ejemplo 4 (Gratica IV. 7.).

Yartice o centro.

Toda travectoria es una curva cerrada, una elipse, por
ejemplo, cuando ¢ tiende a infinito. Este tipo de trayectoria
corresponde a la grafica de una solucidn cnmpuesfa par un par de
funciaones periddicas con pericdo T para toda o esto es,
tales que x = F(t * Tl = T(T) yv gque ¥y = gt + T} = g(t) para
toda t. El equilibrio es, por tanto, estable.

Ejemplo & (Grafica IV. 8.).

Toda trayectoria, con excepcitn de un par, se aleja del
punto de equilibrio cuando t tiende a infinito. For tanto, el

equilibrio es inestable.

Fara concluir este sub-apartado, anotaremos tres afirmacio-—

nes importantes sobre las trayectorias.
/

1. For cada punto del plano fase pasa sodlo una trayectoria.
2. Lose valores de una travyectoria que parte de un punto no
critico no alcanzan el punto de equilibrio en.un tiempo finito.
3. Minguna travectoria se cruza a si misma, a mencs gue sea
periddica.
a.2. Notas adicionales.

Las siquientes proposiciones se copian sin demostracidn.
a.2.1. Sistema lineal autdnomo de dos eCcuaciones.

Sea el sistema lineal

X' = oag.x o by Y wos aBad # dai,

cuyvas ecuaciones tienen coeficientes constantes.
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For le estudiado en el sub-apartado a.2.1. de la seccidn A.
de este capitulo, se sabe que su solucidn dependera de las raices
que se determinen de la ecuacidn caracteristica

r2 ~ (a + b).r +* (a.d — b.c) = O.

Fara garantizar que las raices sean no nulas, (a.d - b.c)
debe =er no nula.

Si las partes reales de ambas raices son negativas, el punto
de eguilibrio es asintoticamente eséable. 51 wuna o ambas son
positivas, el punto es inestable. Si ambas son complejas sin
parte real, el equilibrio es estable.

Si las raices son sdlo reales, y del mismo signo, el
equilibrio es un neodo. Si son de distinto signo, s un puntoe de
z=illa. 8i son ambas complejas, con parte real, es un facoe a puntao
espiral. 51 no tienen parte real, el equilibrio es un vértice o
centro.

Fuesto que, &l aplicar la tébria, los coeficientes deben
estimarse haciendo mediciones, erraores de medicidn pueden inducir
a una apreciacién errdédnea del tipo de equilibrio. El caso mas
sensible ez el del vdrtice, puesto gue tales errores pueden
resultar en raices cen parte real positiva o negativa, que pre-
sentarian al equilibrio como un punto espiral inestable o esta-—
ble.

a.2.2. Sisetema lineal autdnomo de n ecuaciones.
Sea el sistema lineal
®x" = A.n + g(t},
presentado en el sub-apartadeo b.l. de la seccgion A. de este

caplitula.



Se dice que el equilibrio de este sistema es globalmente
estable si todos los eigenvalores de A son negativos. Si todos
son positivos, el equilibrio es gleobalmente inestable. FPara
determinar si el sistema es asintdticamente estable, puede
utilizarse el método propuesto por el teorema de Routh—-Hurwitz,
mencionado en la seccidn E. del Capitulo III.

Un sistema no autdnomo de n ecuaciones puede convertirse en
un sistema autdnomo de n + I ecuaciones, haciendo ¢t = x4y donde

t aparezca explicitamente v agregando la ecuacidn x = 1.

'T.rf'“I
b. Método directo de Liapounov.

El metodo de Liapounov permite estimar la extensidn de la
region de estabilidad asintédtica del punto de equilibrio =in
resolver el csistema, por medio de una funcidn auxiliar V¥V cons-—
truida.

Fuesto que este método es una generalizacidn de los princi-—
pios fisicos de los sistemas conservativos, no intentaremos
expaner s origen. Partimos, pues, de sus supuestos, aplicados a
un sistema autdnomo de dos ecuaciones

X om Flxg i R vt # Goxy vy
cuyao punto de equilibrio, dado porlel par (0., 0!, estd contenido
en un dominio D (%),

Sea la funcion V¥ = Vix, y2, llamada de Liapouncor, una fun-—

2 ; : ;
cidn  continua de RS en R, con derivadas parciales continuas vy

(#) Establecer qgque el punto de equilibrio se encuentra en
(¢. 0} no impone peérdida de generalidad, pudsto gue siempre
puede hacerse un cambio de variables gue traslade un  punto
de equilibrio cualquiera al origen de un sistema de coorde-
nadas apropiado. Ver Anton, 1989, pags. 120-121.



definida positiva en el dominioc D, lo que implica que vV N O

para todo par (x, y} que no sea (U, 0}, donde V = 0.
Sea su derivada total con respecto a t

AVEF(tl, q(tl] df(t) dg(t)
—————————————— = WP T8I sq ) Fimmmrn o B OFCED g (I oy

que, en vista del sistema, puede escribirse como

¢

Vix, y)*' = V (x,y?.Fix,y) + V (x,v).6Cx,vy2.

5 4

De la definicién de V(x, y}‘' con respecto a 0 dependen las

condiciones sobre estabilidad a las cuales conduce el método.

i Bi Flxy w2t es semidefinida negativa, esto es,
ci Wix, y)*° ¢ = 0 v ¥(06, 0)° = @, el punto de equilibrio es
eztable.

ii. Si V(x, y)' es definida negativa, esto  es,
si Vix, 92" € 0 v V0, Q)" = 0O, el-puntn de equilibrio es asintd-

ticamente esztable.

iii. 8Bi Pew, ¥ es definida positiva, esto es,
ei ¥ix, v >0 vy V@2, 3 = 2, el punto de equilibrio es Iinesta-
ble.

La demostracion geométrica de las tres afirmaciones previas
se basa principalmente sobre los conceptos de curvas de nivel vy
de gradiente de V(x, v}, a los cuales nos referiremos a medida
que adelantemos en ella.

Puesto que VFix, y) es una funcidn de R en R es un campa
ezcalar., es decir, una funcién real de una variable vectorial,
(¥, y?. Como para todo cuerpo escalar definido de R% en R, pueden
determinarse curvas de nivel para esta funcion sobre el plano xy,

hallandao &1 coniunto de todos los puntos (x, y) para los que



Vix, vy} = ¢, donde ¢ es un valor constante.

For los supuestos sobre la tfuncidn, para ¢ = ¢ la curva de
nivel sera el punto (G, @l, y, para valores positivos cada ve:s
mayores de ¢, las curvas seran cerradas y limitando &reas cada
ve: mas amplias en xv, conteniendo siempre al punto (¢, ).

Esto puede ejemplificarse suponiendo que la funcion Vix, y)
toma la forma

Vix, y2 = a.x? # b.y?,

cuya_curva de nivel puede dibujarse sobre Xy 81 se conocen los
puntos (x, yJ) gque satisfacen
a.x% + b.y2 = e
donde a » 0, b > 0y ¢ > = (¢ son valores constantes.
Puesto que ambos términos del primer miembro son positivos,

© = 0 serd& satisfecho s6lo cuando V se aplique sobre (¢, 0.

Bl ¢

M

¢, puede reescribirse la curva de nivel dividiendo la
expresion anterior entre <, de modo que tendremos

a _ b

- x% £ ~w ¥ = Iy

¢ <
una ecuacitn cuya grafica es una elipse con centro én {0y ). Sus
ejes mayor y menor tomaran valores mayores cuanto mayor cea el
valor seleccionado de .

Como se dijo, esta forma pa?a iz w2 &8 wn ejemplo. La

funcidn de Liapounov nao siempre existe, v, si existe, no siempre
s una elipse. Para construirla no hay un procedimiento general ,

v tiene que recurrirse a tanteos. Sin embargo, a toda funcioén

Fix, v) deben poder dibujarse curvas de nivel cerradas sobre X

aque caoantengan al origen (

~
-

i

gé
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.SUPaNQ&TﬂQF gue tal funcién existe, y que disponemos de una
curva de ni?el en xy (Grdfica IV. 9.). Supongamos que una
trayectoria cualguiera, grafica de la solucidn compuesta por las
funciones x = f(t) v v = g(t), penetra en el area limitada por la
curva de nivel, atravesandola por el punto (x;, y47.

Sobre este punto pueden trazarse dos vectaores geoméitricos.
La demostracidon de i. 1ii vy iii. depende del wvalor que tome el
menor‘angulu positivo entre ambos.

Uno de los vectores es u, tangente a la trayectoria definida
por x = f (&) y y = g(¥) en (x;, v;2, que puede escribirse como

u = [ar(t 2/dtd.i + [da(t }/ostl ).

el atro es el wvector v, normal a la curva de nivel de
Vix, yv? en el punto (x;, y;?. El vector con esta propiedad
geométrica es llamado gradiente de V, un vector cuyas componen-
tes =son las derivadas parciales de V en (x, yi¢ (#). Evaluado en
el punto (x;., y;}, el gradiente puede escribirse como

v & LV (xys yglodi # Vy(xz, yil-3d.

El producte escalar de los vectores v v u es la derivada

total de Vix, v) con respecto a *t evaluada en (X;. vg?-
Recordando {(##%) que

Vel = Violly 7 Fo.lo,
donde v, v u,, & = 1,2, son las ccmpnnenteé de v ¥y u, se tiene

que

vou = [V (xy, yIJ.i - Vy(xz, y1)~j1.{fdf(f1}fdf].i

* Ldgit 1/dtl.j}

(%) Ver fApostol, Vol 2Z., i980, pags. 316-3F18 v pags. J3I24-F27.

(*¥%) Ver Anton, 1989, pags. 126-128.



es equivalente a
VCxge ¥42" = Vylxy, ygdo—mm—mm # V(g yy)ommme

Recordemos, ademas, que, por la ley de los cosenos (#*),
veu = tiviiiiutl.cosal,
donde i1ivil y liul! son las normas o longitudes de los vectores v
y u vy o es el menor angulo positivo entre ambos. Por tanto,
también
Vixy, ¥v12' = vau = jivii.itlull.cos al.

Como las normas son siempre positivas, puesto que se obtie—
nen para cada vector como la hipotenusa del trianquleo cuyaos
catetos son lasz componentes del vector, el signo de Vixg. vi?
depende del coseno angula qC. Sobre esta base se realiza la
demostracidn geométrica de las tres afirmaciones del método de
Liapounov.

1. 81 Wilxz, yy2° < = 0, el cos ol debe ser regativo o nulo,
por lo que el angulo a{ debe ser uno entre 90° y 180°, inclusive.
For tanto, toda trayectoria que atraviese la curva de nivel., o
comience dentro del drea que limita, no saldrd de ella. Una
trayectoria que, en el peor de los casos, no atraviese la curva,
sera tangente a ella, no alejandosele. E1 equilibrio @2, ) es
estable en el dominio limitado par la curva de nivel.

5 V(xj, Y12 < 0, el cos& debe ser sdlo negativo., por
lo que el Anqulo o debe ser uno entre 907 y 180°, sin incluir
los extremos. For ello, toda travectoria que alcance la curva de

nivel 1l atravesara, dirigiéndose al punto de equilibric cuando ¢

(®¥) Ver Fleming vy Varberqg, 1991, pags. 410-412,



tienda a infinito. El punto es asintoticamente estable en el
dominio limitado por la curva.

iirs 81 V(xz, yl}' > 0, el cos & debe ser sdlo positivo, por
lo que el &ngulo debe ser uno entre 0° y 90°, sin incluir los
extremos. En consecuencia, toda trayvectoria que toque la curva de
nivel se alejard del punto de equilibrio cuando ¢t tome valores
superiores al inicial. El punto es inestable.

El metodo de Liapounov puede utilizarse para determinar la
eatabilid%d del equilibrio de una ecuacién cuya solucidn sea una
unica funcidon, x = (i}, o para determinar la del correspondiente
a un seistema de r ecuaciones. Para ello, la funcidn Kt} debe ser
continua vy derivable con respecto a t, debe anularse en =1 punto
de equilibrio vy ser definida positiva. Su derivada total con
Fespecto a t debe ser definida negativa. No demostraremos estas

afirmaciones.



Capitulo V.

ECUACIONES DIFERENCIALES EN MODELOS DE MICROECONOMIA DINAMICA.

a. Equilibrio y estabilidad dindmicos en un modelo de un mercado.
a.l. Cuando las funciones de demanda y oferta son lineales vy
dependen del precio.

a.l.1. Definiciones y supuestos bésicas;

* Los agentes economicos, consumidores y productores, inte-
ractian en un ambiente de competencia perfecta.

* El precio de mercado p asociado a cada cantidad & del
bien, e una funcion del tiempo t} derivable con respecto a ¢t.
Esta funcion puede escribirse como

p = pitl.

# Existe una relacidn inversa entre las cantidades del bien
demandadas por los consumidores, @4+ Y sus precios, cuando ¢ se
mantiene constante. Esta relacidan puede expresarse como una
funcidén lineal, llamada funcidén de cdemanda, de la forma

Qg = D(p) = a.p + b,
dande a ¢ & yv b } @ son constantes.

# Existe una relacit6n directa entre las cantidades del bien
ofrecidas por los productores, @., ¥y sus preciaos, cuando t se
mantiene constante. Esta relacidn puede exMpresarse como una
funcion lineal. llamada funcidn de oferta, de la forma

i, = Bipld = A.p + B,
daonde 4 » & v B ¢ 2 son constantes.

* E1 mercado del bien, cuyos agentes se comportan seaun las
relaciones determinadas previamente, se encuentra en equilibrio
estatice si1 D(pl) = S(pl), cuando ¢t se mantiene constante. E1

Equilibrio se encuentra el punto (p @3

or Qg donde



Py = OB ~ Hilfa — A v 4, = Dlp ) = Slpg).
. ¥ Puede definirse una funcidn lineal de la forma
E(p} = D(p) — S(p),
que, conocidas Ddpl) y S(pl), escribimos como
E(p? = (& — AY.p * (b - Bi,

llamada Tuncidn exceszo de demanda. El mercado del bien se en-—

cuentra en equilibrio estatico si Edpl) = O, cuando ¢t se mantiene

constante.

¥ El equilibrio estatico es estable si cumple con la condi-—
cian de estabilidad de HWalras, que postula la conducta de los
agentes cuando E£7(p) = 0. S1 Edp) 2> Oy los consumidores estan
dispuestos a pagar un precio mayor & loé productores. 5i
Ef%) { @, los productores estan dispuestos a aceptar un precio
menor por el bien ofrecido. For la definicidn de las funciones de
demanda v oferta, el punto de equilibrio (Pas @zt es
estaticamente pstable.

* 51 la coendicidn de estabilidad de Halras se mantiene
cuando ¢ es variable, la variacidén del precio p correspondiente a
una variacion infinitesimal de ¥ puede escribirse como

p’ o= k.E(p),
donde & » O es un coeflicliente constante de ajuste.
Dadas Dipl} vy Sdpl), podemos escribir la expresion anterior
Coma
T = ksta = AlJp ¥ kU8 = B2,
a.-1.2. El equilibrio dindmico y su estabilidad.
La funcidn

Lol #& K. fh = B



B8 una ecuacidén diferenciaf no homogénea de primer orden, con
coeficientes v término constantes, donde P Bs una funcidén desco-—
nocida de t y p’ oes su primera derivada con respecto a t.

Su solucion particular, dada la condicidn inicial p(@) = Pos
es de la forma

p = (90 " pe)_ek.famﬂ),t # P
dande Py = (b —~ Bifta = A), como puede seguirse de la expuesto en
el apartado c. de 1a seccidn A. del Capitulo II.

S; Pga = Pg, entonces p = Pe- El valor Pe €5, pues, la solu-—
cion constante de la ecuacion diferencial, siendo el punto
(Per (2 su punto de equilibrio en el plarno pp’. Este punto es
@eintdéticamente estable, puesto que, siendo el exponente

k.(a - A) negativo, cuando ¢ tiende & infinito, p tiende a Pe-

] equilibriao dinadmico del mercado ez dado por el punto

(Do #p?. Coincide con el punto de equilibrio estatico.
a.z2. Dos casos adicionales.
2.2.1. Ecuwacioén diferencial lineal p° = k.E(p) para tfunciones de

demanda y oferta no lineales=.
81 Efp) es una funcidn na lineal, derivable con respecto a
e

ts puede "linealizarse" PCr medio de una aproximacidn que involu-

Cre su primera derivada con respecto a p, de la forma
- E'(pyl.

Cuando p tiende a Pesr la aproximacién se hace igualdad. For
ellao, se espera que la aproximacidn sea buena para valores de p
Cercanaos al de P

i P €5 el precio de equilibrio, E(pe} = 0. Despejando Edp)
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de la expresidon anterior, y sustituyéndola en
p° = k.E(p2,
tenemos
P’ ® k.E'(pyl-Cp = pgl,
una ecuacican lineal no homogénea de primer orden, con coeficien—

tes vy término constantes.

- D Una.aplicacién del método de Liapounov, cuando la funcidn
de dehanda == no lineal.
Sean las funciones
Dip) = b/p Yy S(p) = a,
donde & 2> @ v a » & son constantes.

Fara estas funciones,

E(p) = b/ip — a b4 B = bias
Sustituyendo £0pt en
p' = k.Ed(pl,
tenemos
p' = k.{b/p — al,

una ecuacidon diferencial no homogénea no lineal.

La funcién de Liapounov, ¥(p), que utilizaron los economis-—
tas para determinar el tipo de estabhilidad, en el plano pp’,
del punto de eguilibrio (p,, ¢! fue

Vipy & (p = pgd=.

LLa funcidén ¥ip? es derivable vy defirnida poszsitiva.
Dependienda de cdmo se defira su derivada con respecto a t, se
identifica el tipo de estabilidad del eguilibrio.

Derivando, se tiene

Vipl ™ = 2.0p = pale.p’«



Sustituyendo la funcidn P’y el valor Pes ¥ reordenando
términos, se tiene
Vip)' = -2.k.(a.p — bI2/a.p.

Fuesto que Vip)’' ¢ 0, es decir, Vi(pl}) es definida negativa,

el punto de equilibrio es asintéticamente estable.

b. Equilibrio y estabilidad en un modelo de multimercado.
b.1l. Supuestos.

* La sociedad est& compuesta por n individuos que cambian vy
consumen cantidades fijas Bie eauy Gm de m» bienes.

¥ 1 consumidor I-—-ésimo dispone, como dotacidn inicial, de
o

la cantidad i del bien ji-ésimo. La diferencia entre la canti-—

dad de la cual dispone y la que consume, ¢g;;, puede escribirse

Como
9 . oo
. Eii = 94 Wi
donde £.. ®s 11amada funcidn exceso de demanda del bien Ji—-észimo

<

par el I1-ésimo consumidor. El signo de £;; no puede determinarse

a prieri, puesto que el consumidor puede tanto vender {Eii € 1)

Camo campr ar EEif > @) el bien j-ésimo a los precios de mercado.
* La renta del i-ésimo consumidor, Yis €S igual al valor de

20 dotacidn inicial

i !
+ p_j‘q_!"j -

donde p; es el precio del j-ésimo bien. Dicho precio ec una
funcion del tiempo iy derivable con respecto = t, tal gue

P; = pgCed. Er cuanto resta del sub-apartado b.l., no se congi=

4



deraran variaciones de ¢.
Toda la renta se gasta en bienes comprados para consumo
m
Vg = 5 ik ¥
i=1
For tanto, puede escribirse la ecuacién de balance del
I~consumidor igqualando ambas expresiones. Esta ecuacidn no es una
condician de equilibrio, sino una identidad que establece que el
consumidor gastara toda su renta adquiriendo biends. Restando al
gasto la renta, podemos escribir, en términos de sus j funciones

de exceso

m m

.
o i B Ll
Pj-0a;; i’ = Zii Pij-Ej; = .
i=1

* Fuede probarse, lo que no haremos., que cada Tuncidn de
exceza de demanda puede formularse como una funcidn homogénea de
grado cero, dependiente de los m precios de los bienes que <o
tonsumen en la sociedad hipotética. Eeto implica que es posible

scribir tal funcion como sigue
Eii * EjjlPjs voey Dgls
donde J & 1, wesy By Y que, =i varian todos los precios en lacs
M1iSMAs proporcién vy direccién, los excesos se mantienen inal tera-—
dos.

*¥ La funcién de exceso de demanda agregada del bien I—ézimo,

Ej, se obtiene sumando las n funciones de los rn consumidores, de

modo que

g
L1



H]

E,‘ & E,'}'"-P"I_c snsg Pyg wsag Pm-’ = Ej(pjf waecy Pis w-oy Pm)-

FPuede definirse una forma agregada de la ecuacidédn de balan-—
ce, dada por la suma de las ecuaciones de los rn consumidores. For

tanto, seria

Esta identidad es 11amada ley de HWalras.
# El precio de equilibrio del mercado del I—ésimo bien es

aquel que, dados los m—f precios restantes, hace £: & 0. Fae

tanto, si sze considera el sistema de condiciones de equilibrio
para los » mercados, dado por

EglPfe covs Pju wuuy ppt = 0

Eilpye w0y Pje =cne Ppt = @

Ep(Pye -vus Pijs «c=s Ppt = O,
donde los m precios abzoluteos son variables, sdlo se encontraran
m=I ecuacicones independientes.

La consecuencia inmediata de esto es la imposibilidad de
hallar una uUnica solucidn al sistema propuesto. Esta dificultad
puede superarse dividiendo todos los precios entre unc de ellos,
con lo que el numero de variables se reduce a m—I1. Umitiendo

cualguiera de las m ecuaciones, disponemos de un sistema de m—i

variables v m-1 ecuaciones, gque supondremos consistente.

Fé6



5i dividimos todos los precios entre Pis Y eliminamos la

primera ecuacion, el sistema puede escribirse como

Ei(l, pa/pPie wces Pplpy? = @,

donde 1 =

. B

+ ==2s m. Cada funcidn de exceso se ha expresado
dependiente de m—1 precios relativos. El bien 1, cuyo precio se
tomd como referencia, es llamado rnumerario.

81, para simplificar, hacemas p; = !, podemos escribir

E}(p?' .. pm) = .

b.2. El equilibrio dindmico vy su estabilidad.

Fuesta que p; = pj(t) es derivable con respecto a t, y toda
derivada es una funcidn, puede escribirse

il = kjEi(pas coae ppt,

donde 7 = 2, ..., m, generalizando la condicién de estabilidad de
Halraz, presentada en el sub-apartado a.1.1. paré el analisis de
un mercado de un bien. Para simplificar la expresidn, se supone
aque los bienes se miden en unidades tales que se cumple kj = 1
para toda J.

Se determina la forma de Ej de manera i1ndirecta. Tomando =su

diferencial total, se tiene que

FE
dE . = . dpy.

9pk

Sabiendo que

.‘-ﬂl‘, '_, _— .. Pl e
gk ; ~&F E E_ v dpy 22 Pg ~.Pres



puede escribirse la aproximacion

m
JE;

E. = ———L, (P — Plpts

i k Hlhe':
B 9 Py

k=

b

puesto que Eje = (¢. Suponiendo constantes las derivadas par-

ciales, que denotaremos como aj., Y sustituyendo la expresion

anterior en pj' = Ej(pg, -e-s Ppt. tendremos
#i = AjosPy F oves F B gy ¥ s
donde
m
@i ¥ ik-Pre
k=27
ciendo § & 2, seee B k 5 245 coneWs

El conijunto de las m—1 ecuaciones de esta forma constituye
un sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales de
primer arado con ceoeficientes y términos constantes.

En notacién matricial, podemos reconocerlo en la expresion

.

P’ = A.p * g.

S5i suponemos que la matriz de coeficientes A& e

il

diagonalizable, este sistema puede resolverse utilizando el

método expuesto en el sub-apartado b.l. de la seccidn A. del

Capitulo IV. Para ello, los m — [ eigenvectores correspondientes
a los m ~ 1 eigenvalores de A deben ser linealmente independien—
tes. Supondremos que esto ocurre, Y, ademas, que ningun eligenva-

lor esté& repetido.
l.os eigenvectores pueden escribirse como vectores columnas

de la matriz inversible V, que diagonalira la matriz A convir-



tiendo el sistema original de ecuaciones ligadas en un sistema
auxiliar de ecuaciones ne ligadas, no homogeneas, de primer orden
y con coeficientes y términos constantes. La solucion de cada
ecuacidén, por el método presentado en el sub-apartado c. de la
ceccion A. del Capitulo II, v el retorno al sistema original ,
expuesto en el sub-apartado b.1. de 1la seccitn A. del Capitulo
IV, nos conduce, para cada ji—-ésima fila del vector solucidn
general p, a
iz www ¥ cjm'erm't a3

donde < ;, soOn coeficientes constantes gque dependen de las condi-
ciones iniciales Yy rg Son los eigenvalores de A, siendo
J = 24 cosx Ma Los primeros m — 1 términos del sequndo miembro
son parte de la solucidn general del sistema homogéneo asociado.
Fuesto que la JLésima fila proviene de la solucidn general del
sistema no homogéneo, se afirma gue los términos cunﬁtantes z ;
son elementos del vector solucién particalar del sistema no
homogéneo.

Ilustraremos estos resultados suponiendo que en la sociedad

ce consumen solo tres bienes, 1, 2 y 3, siendo I el numerario.

Bea el sictema

Pz = @sg.po ¥ @pgepPg " €2
p3' = agp-Pp * a33-P3 * 93>
donde q; = @j0.Pog * @;3-P3p1 ciendo § = 2, 3.

Fodemos escribirvle como

p° = A.p + g.
Fara resolver el sistema diagenalizando A necesitamos cono-
cer los eigenvalores r; y ro de A, que colocaremocs en la matriz

€
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diagonal D, y sus eigenvectores correspondientes, v, y vz, que
formaran la matriz V.
Haciendo el cambio de variable p = V.y, y despejando y~ del
sistema, tendremos
v = wiaw.y + vl g,

o tambidén

que podemos escribir como

/yg' ro o] [va] ha
= r‘ [ +
{73’ ¢ ra V%f g
donde
hp = vpp l.ay + vos il ay
-1

Ezste artificio a hecho posible definir un sistema de ecua-
ciones desligadasz que pueden resolverse consecutivamente, de la

forma

cuya solucidn particular es

. . j
¥j = Uby + byl glee ST = hyfry,

cuandn ¥;002 = b vy § = 2, J.

El primer término de la funcion es una funcion exponencial
con coeficiente constante, que llamaremos u,;, y el segundo es un

término constante, gue llamaremos w®;. Aarupandoles en vectores,

pademos escribir

Yy = u — w.
Fuesto que x = V.y, tenemos
¢ = V. taa = w) - V.u = V.w.

i



El primer término nos conduce a una combinacidn lineal de
funciones exponenciales. Podemos denotar los coeficientes cons-—
tantes por medio de € it Este término contiene la solucidn gene-—
ral del sistema homogéneo asociado. El segundo término es un
vectaor de términos constantes, cuyos elementos 1llamaremos Zis ¥

que pueden escribirse como
22 o Vﬂ}?.‘dz > l—’-‘_:nz.f—'-fz

13 - l‘32.¢‘$2 > 1‘33-#‘!3.
En base a lo escrito, la solucidn general del sistema no

homogéneo viene dada por las funciones
r2.¢ 5 z
. = i - = > T
P ! I =%yt 2
donde 7 = 2, 3.
Retornemos al casoc de m» bienes, cuya solucidn es

ar 2=t rm.t

p_f. = C',;? TR ij,,E’ 7 .-’_J',
gonge 3 = 2y siep Wa
89i las partes reales de los » - I eigenvalores fueran nega-

tivas, hecho gque puede investigarse indirectamente aplicando el

teorema de Routh—Hurwicz, expuesto en la seccidn E. del Capitulo
111, los primeros m - 1 términos tenderian a ¢ cuando ¢t tienda a
infinite. For tanto, los términos z; se considerarian valores de

equilibrio asintdéticamente estable.

Henderson vy Buandt afirman en =su lTeoria Microscondmica que

el teérmino constante z; es el precio de equilibrio Pige Demostrar
esto exige laboriosos manejos de las HPpresiones para F; que
permitan escribirlas en términos de p,, v de py,. Cuando j = 2,
el coeficiente del primer precio debe ser la unidad, v nulo el
del sequndo. Cuando i = 3, debe acurrir lo contrario. Estacs

pruegpas na =e han hecho en este trabajo. Aceptaremos, sin embar-
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go, cuanto fue escrito en el libro mencionado.

Siendo z; = Pies

se cumple gue
Iim Py = Pjes
-5 o
por lo que puede afirmarse que el sistema tiene un punto de

equilibrio asintoticamente estable en (pp, ..., 2

Pme

El tipo de estabilidad del equilibrio del sistema puede
determinarse también por medio dei método de Liapounov. Fara
hacerlo, la funcion de Liapounov propuesta,Vips, ..., p,?, es la
generalizacidn de la presentada para el analisis del mercado de

un dnico bien-en el sub-apartado a.? de esta seccidn. Se escribe

cComo

(%) Vipo, -vny pp? = gy - -"_ﬁe}?‘

i=1

cuya derivada total con respecto a t es

m
VIpoy casy ppt’ = 2. (Pj — PijglePi «
gl
o, sustituyendo pi' por su expresion correspondiente,
m
Vipa, cove ppt’ = 2. (pj = pje)‘Ej‘
1=

{(®) Motese que si el sistema se define para dos bienes y el

numerario, puede representarse en un plano fase po,py. 51 se
trasladan los ejes del planc de manera gue su origen coinci-—
da con el punto de equilibrio (Pogr P3als la funcidon de
Liapounov tiene circulos como cuwvas de nivel, siendo del

tipo de las presentadas en el apartado b. de la seccion B.
del Capitulo IV.



lLa ley de MWalras, anctada en el sub-apartade anterior,

permite escribir esta derivada como

Vipoy wves pp?’ = —2. pje'Ejj

Si el sistema saticsface el axioma débil de Ia preferencia

revelada a nivel agregado, la derivada de la funcién es definida

negativa, por lo cual el equilibrio es asintéticamente estable.
Fara exponer las rarones de esta, hay que explicar el axiona

débil a nivel del consumidor. Este axioma exige consistencia en

las decisiones de compra de cada consumidor. Asi, =i al conjunto

[ o

de precios p0 RO vise By el consumidor adquiere la cecta

Bt

de bienes q0 T R p sems qmo, pudiendo adquirir la cesta q1 més

-~

barata o al mismo precio, no adquirird la cesta q1 sino cuando el
conjunto de precios p1 encareczca la cesta preferida qo, colocan-
do su valor por encima del de la cesta alternativa y de la renta
del consumidor. Esto puede escribirse sintéticamente como

o Lo p%d®  implica pl.d® 5 preat,
siendo el segundo miembro de cada expresitn el valor de la cesta

efectivamente adquirida por el consumidor en cada casa.

A nivel aaregado, el axioma débil puede escribirse como

i
bl
\
; < = P L8 i . ig o8 A i ; e
p;'E;e ¢ pi-£E; implica Pie-E; 3 p;e'E;e'

Ambos lados de 1la primera expresién son nulos, el izquierdo

por E£,., = & para todo 7 y el derecho por la ley de Halras. Puestao



que el miembro derecho de la segunda expresioson también es nulo,

el izquierdo es mayor que 0. por ello,

V(p?, ey Pt = =2,

J=&1

es definida negativa Y el equilibrio en CPouw swwz es

Pme?

azintéticamente estable.
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Capitulo VI.

ECUACIONES DIFERENCIALES EN MODELOS DE MACROECONOMIA DINAMICA.

A. Relacidn entre inflacidn y desempleo en un modelo con expecta-—

a. Definiciones y supuestos basicos.

* Se llama tasa instanténea de crecimiento de una Tuncidrn
del tiempo, F = F(t}), a la razén ¥ = F'/F. La expresidn F’,
llamada tasa de variacién, es la derivada de F con respecto a ¢.
La tasa de crecimiento es, pues, la tasa de variacién expresada
en términecs de la funcidn. ﬁor ser una razdn de funciones, es una
funcion. Es frecuente expresarla como la derivada del logaritmo
de una funcidn del tiempo (#).

En esta seccidén se relacionaran tres tasas de crecimiento,
siendo ellas m = H'/H, p = P"/P v & = H’'/H. L3 primera
corresponde al Indice de salarios nominales, W, la segunda al
Indice de precios, P, y la tercera al nivel de saldos monetarios
nominales, M, todos ellos variables escritas en funcidn del
tiempo, *.

Fuede probarse que las tasas m vy p estan relacionadas de
modo gue

CHARPY F(IB/P) = m — p,
donde (M/F! es &l nivel de zaldos monetarios reales (#).

¥ Se define como tasza de desempleo la razon ¥ = (H — N)fﬁ,
donde N ec el nivel de emplec de plenc emplea y N es el nivel de
empleo efectiveo. Supondremos en lo sucesivo que N = N(t), por lo

que { = ¢dt). Ademas, supondremos que { es derivable con respecto

(%) Ver Anexo al Capitulo VI.



* Be supone que la tasa de crecimiento del nivel de preciost
py que llamaremos tasa de inflacién efectiva, es idéntica a la
taza dJde crec;miento de los salaries, ®», si no hay mejoras en la
pruductividéd de los trabajadores. 5i los incrementos en la
prodﬁctividad, na explicados por el modelo, pueden medirse me-
diante un indicador 7, podemos escribir

‘ Do o= Iy

¥ Se supone que la tasa de crecimiento de los salarios, w,
se hace mayor cuanto menor sea la tasa de dJesempleo, U, y mayor
la taza de inflacién esperada, que 1lamaremos p%. E=ta variéble
tambien ez funcidn del tiempo, ¢. Utilizando una forma lineal,
podemos escribir

W= a - b.¥ + h.p®.
donde a » ¢ y b » . Se establece que ¢ ¢ h <= 1 para significar
que, aunque la variable p® siempre es relevante, nunca afecta a
la tasa w por encima de su propio valor.

En base a los supuestos propuestos en los dos Gltimos pun-—
to=s, escribimos

p = a - b.4 ¥ h.pt® = T.

# La estimacidn del valor de la #aza de intlacién esperada,
p®, se hace en base a las expectativas de los trabajadores. 5i
sus expectativas son adaptativas, esto es, si se forman conside-—
rando que el valor de p€ en el instante ¢ serd un valor entre el
efective v el esperado para el instante anteriaor, puede

escribirse la derivada de la funcion con respecto a ¢t como

p=" = i.(p - p€)
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donde ¢ ¢ J <= I. Esta restricciédn indica que la variacién de la
funcion p€ correspondiente a una variacion infinitesimal de ¢ es
una fraccion de la diferencia entre las funciones p y Fo

* Se supone que la tasa de crecimiento de los =saldos
nominales es una variable de politica econédmica. Por tanto, su
valor es decidido por la autoridad monetaria. Mantendremos cons—
tante su valor.

*¥ Se supone que la tasa de variaciéon de la tasg de desem-—
plea, ¥', depende de la t;;a de crecimienic de los saldos reales,
(N/P}'/(H/P).'Cuando dicha tasa es positiva, la tasa de desempleo
se reduce con el tiempo. Cuando es neqgativa ocurre lo contrario.
o

51 es nula. la tasa de desempleo se mantiene invariable. Esto

puede escribirse como

L
i

=f.lm = Bl
donde & > (.
b. Equilibrio y estabilidad en el modelo.

Las ecuaciones que definen el modelo son

(1) p = a—b.t » h.p® —- T,
(2} p€" = j.(p - p%),
o &) " = —feulm — pd.

Eliminando dos de tres variables, puede expresarse el
sistema como una ecuacitn diferencial de una variable. Elimine—
mas p oy Y.

Sustituyendo (1) en (2), podemos escribir
(4 p€ " = j.(a - b, - T) - j.(1 — h}.p®.

Fara poder sustituir (32 en (4}, derivamos (4) con respecto

a t, obteniendo una expresion que contiene a ¢, de la forma



= .

() p€¥ = —j.b.tl’ — j.€1 — h).p®".

Sustituyendo (4! en (5}, tenemos
(&2 p€” = j.b.k.m — j.b.k.p — j.(1 - h).p®"'.

Fara eliminar la funcidn p de (&), la despejamos de (2),
aobteniendo

p = (1/1).p%" + p%,
que, introducida en (&), resulta en
PET £ bk + F.01 — BIT.p®° £ Ch.bik).p® = j.b.k.m.

Esta expresiéon es una ecuacidn diferencial no homogénea de
sequndo orden, con coeficientes vy términos constantes, de la
farma

p€# 4 aI'pE‘ i

2= = G

b,
donde a; » ¢, ao > @ y g » 0.

Fara hallar su solucidn gereral debemos recurrir a los
apartados c. de la seccion C. del Capitulo 111, v a. de la sec—
cion D. del mismo capituleo. En estos apartados se expuso gue tal

solucién, p®, seria

donde peﬁ es la solucidn general de la ecuacidn homogénea
asociada v pep es ura solucidn particular de la ecuacién no
homogenea.

Fara hallar pep, aplicamos el método de coeficientes inde-—
terminados para el Caso 1. Fuesto gque podemos identificar la
forma de la funcidn ¢ como un polinomio de grado O, proponemos
que p€ es una funcidn constante. Sustituyendo en la ecuacién,

pEp = g/fas = n.

Fara hallar per, necesitamos hallar las raices del polinomio
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< _—
re + r.ay ~ an = 0,

lo gque pademos hacer usando la funcidn cuadratica

r'j_, r£,=' (:_31 = m)-

Sin importar si son reales o imaginériaE, 0 si se repiten,
las partes reales de ambas raices son negativas, por lo que la
solucion constante p€ = » es un valor de equilibrio asintética-
mente estable. Esto puede verificarse observando que el wvalor
absolutd del discriminante, cuando es real, nunca es mayor que el
del coeficiente ;-

Sustituyendo las funciones p€ y p€' en la funcién (2), puede
conouerse la funcidn p. Sustituyendo p€ vy p en (1), puede obter-—
nerse la funcidn .
€. Observaciones a la politica econ6mica.

De un modelo como el presentado se sigue gue las taszas de
intlacidn esperada y efectiva tenderén al valor de la tasa de
crecimiente de los zaldos monetarios nominales, m, cuando ¢
tiende a infinito. Fuesto que m es una variable de politica, la
autoridad monetaria decide las tasas de inflacién cuando decide
el valor de m.

Dependiendo de los supuestos que se hagan socbhre la magnifud
del efecto de p€ sobre la tasa w, ¥y por tanto, sobre la tasa p,
puede llegarse a dos conclusiones diferentes sobre el valor de
equilibrio al cual tiende #. Si h = I en (1})y; el wvalor de
equilibrio para ¢ cuando ¢ tiende a infinito no depende de m, por
lo que la politica monetaria basada en expancsion monetaria fraca—
sa en el largo plaze. Si 1 > B > ¢, por el contraric, dicho valor

puede depender de m . Mo S ofrece demostracidn.
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dinero en un modelo con expectativas racionales vy previsidn
perfecta.

a. Supuestos.

* Los agentes econdmicos conocen las relaciones econdmicas
que determinan el desenvolvimiento de la economia, y disponen de
la informacion necesaria para tomar decisiones dptimas en todo
momento del tiempo. La informacién paszada es util sdlo en cuanto.
permita predecir racionalmente el comportamiento de las variables
economicas relevantes. Si la previsién del futuro es perfecta,
las expectativas ex ante sobre el comportamiento de las variables
a8 corroboran siempre en sus realizaciones ex post. En modelos
que 1ncluyen incertidumbré, las expectativas deben ser correctas
en promedie, para que los agentes no revisen su mecanismo de
formacion de expectativas.

* Con respecto al mercado de bienes, suponemos que pueden

definirse las curvas de demanda vy oferta agregadas como

(1 Y = cu¥ # K" + d.K
) - . 5
(L7 T af_} * 81.<.5
donde I & ¢ M@, 4 > O, ag > @ vy oa; > Ol
Fara (1), ¥ es la renta nacional, c.Y el gasto de consumo,

< la propension marginal a consumir, K el capital social acumu-
lada, XK' el gasto en inversién neta, escrito como derivada de K
con respecto a ¢, 4.K el gasto en inversidn para reposicidn de
capital y 4 la tasa de depreciacién del capital.

FPara (2}, ¥ es la produccidén real, y a; el producto marginal

de K.
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¥ Con respecto al mercado de dinero, suponemos gue pueden
'dEfiﬁiFEE las tunciones de demanda de saldos reales y de tasa de
interés real como
€3) g " /P = by.Y = by.r
(4 ! r = a; * pe,
donde by »> 0 v by X 0.

FPara (3) v (42, r, es la tasa de interés aor/ A4L,

Para (4), p€

es la tasa de inflacidn perfectamente prevista.
b. Equilibrio y estabilidad del modelo.

5i se supone equilibrio en 21 mercado de bienes, pueden
igualarse (1) v (2). Despejando K', podemos escribir
d K" = &uu(l =~ €2 # Laz.(3 — €} = al.K,

S1i se supone equilibrio en el mercado monetario, pueden
sushitulirse (272 v (4) en (3), obteniendo
(&) H/P = (by.ag — bo.ay) + by.az.K — bs.p©.

Fuede probarse (%) que
(7} (H/P} 7(H/P) = m - p%,
donde m, la taza de crecimiento Instantaneo de loz zaldos mone-—
tarios nopinales, es una variable de politica econdmica cuyo
valaor es decidide por la autoridad monetaria. Le mantendremos
caonstante.

En base a las ecuaciones (5}, (&) v (7} podemos construir un
diagrama de fase para un sistema autdnomo de dos ecuaciones
diferenciales lineales, similares a los expuestos en el apartado
a. de la seccidn H. del Capitulo IV, siendo las funciones deriva-—

(%) Ve AnNexo al Capitulao .18



das K* y (M/P)’.

Sabemos que el punto de equilibrio del sistema es dado por
[RKge (M/F) T, punto donde, simultaneamente, K' = 0 y (MH/P)° = 0.
Para hallar dicho punto, definiremos dos funciones, sobre K"y €5)
y (M/P), (&), tales que podamos dibujar sobre el plano fase
K(M/P) dos= curvas cuyos elementos tengan una tasa de variaciodn

nula con respecto al tiempo.

Frimero, haremos K' = @ en (3). Despejando K, tendremos

donde, siendo a, 2 O v (1 - ¢) » ¢, debe cumplirse 4 2 az.(i—cJ
para aseqgurar gue K » Q.

Esta funciéon se grafica como una linea vertical en el plano
fase (Grafica VI. 1.). Puesto que su denominador debe ser
positivo, la derivada de K’ con respecto a K en (%) es negativa.
Siendo asi, pueden dibujarse dos flechas horizaontales que apunten
a la curva K° = 0 desde los dos semiplanos gue detine.

Esto puede explicarse en términos econémicos de la siguiente
manera. Supongamos que el nivel de saldos reales se mantiene
constante, porgue ¥ v r no se alteran en (32. 51 aumenta el nfvei
de capital en (12, aumentara el rivel de inversion para’ reposi-
cidn. Permaneciendo conetante Y, debe reducirse el nivel de
inversidn neta para vaciar el mercado. Este concepto es un nivel
para cada insfante, pera, al considerar el tiempo continuo, puede
expresarse como K', esto es, el Tlujre que incrementa o decrementa
el nivel del capital cuando no es K° = 0. El nivel de capital

puede considerarse una acumulacion de Tlujos de inversion.
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lLa segunda curva en el plano fase la hallamos indirectamen-—
te. Sabemos, por (7}, que (MN/F)' = @ cuando m = pe. For tanto,
haciendo l&a sustitucidn apropiada en (6), tendremos
23 H/iP = (by.a, — bg.a;} + bj.a;.K — ba.m.

Esta funcidn puede representarse en el plano fase como una
recta de pendiente positiva, dado que b; » 0y a; » 0 (Grafica
ME- 4=l

Fuesto que np disponemos de la ecuacidn diferencial en este
caso, hallamos la direccidn de las flechas verticales indirecta-—
mente. Hemos establecido que sdélo cuando m = p€, (H/P)° = O, vy
hemos escrito esta condicidn por medio de la funcion (?72. En
todos los otros puntos del plano fase, la funcion pertinente es
(&) M/P = (by.apn ~ boeayd # by.ag.K = baup®.

Supongamos gue mantenemos constante el rnivel de saldos

neminalesz, M. 51 incrementamos el nivel de capital, K, mante-—

niendo la condicidn de vaciado del mercado, debe aumentar la tasa
de inflacidn, pf. Cuando esto ocurre. el nrivel de precios, A,
toma valores continuamente mayores con el tiempo. En consecuen-—
cia, como (HAPJ se hace menor a la derecha de la recta
(AP} = @, puede afirmarse que en dicho semiplana N/} ¢ ¢. En
base a esto, concluimos, indirectamente, gue la derivada de
(HAPY con respecto a (N/P} es pesitiva, y que las flechas ver-
ticales en ambos zsemiplance no apuntan hacia la recta (WP} = Q.

Observando el diagrama de fase en coniunto, podemos identi-

ficar al punto de equilibric como un punto de =:lla, siendo el

par de trayectaorias convergentes representado por la recta AA°.
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c. Observaciones a la politica econémica.
tue exista un Unico par de trayectorias convergentes en el
plano fase parece muy conveniente a D. Begqg, sequn expone en el

racionales en la macro-

economia. Dicho autor afirma que, dado un nivel inicial de capi-
tal, Ky (Grafica VI. 1.), la economia puede seguir una unica
trayectoria hacia el punto de equilibrio [Kge (H/P)], lo que

confiere "estabilidad” econdémica al sistema. Si el punto fuera un

radao éstaéle, o un oce estable, cualqguier travectoria podria
conducir al eqguilibrioc, por lo cual, en cualguier mpmento del
tiempo, los agentes podrian cambiar de trayectorias en el plano
fase, dando saltos discretos de una a otra. Si esto ccurre cuando
el eguilibrio es un punto de silla,‘cualquier travectoria escogi-
da alejard a la economia del equilibrio, obligando a los agentes
a retornar a la travectoria A44°.

Reconoce, sin embargo, una posible iconveniencia en equili-
brios de la forma del punto de silla. Si todos los agentes dispo-
nen de conocimientos e informacién iguales, no hay incentivos
para abandonar AA°. Pero, si un conjunto de agentes, mejor infor-
mado, cree poder alcanzar beneficios durante algun tiempo sobre
una trayectoria no convergente, puede promover el abandono de
AA° . El conjunto menos informado, al no advertir el periuicio que
tal medida le causaria, puede aceptar una trayectoria diferente
hasta que sea notorio que no converge hacia EKQ, CHAPI T

Tres observaciones adicionales pueden hacerse.

i. 81 la autoridad monetaria decide incrementar el nivel
de saldous nominales de My a Mo, para disminuir el desempleo, los

agentes, que suponemos igualmente informados, sabran que el nivel



de precios aumentard de modo que (H/P); = (11/P) 5. En consecuen-—
cia, puesto gque los valores relétivns no cambian, el diagrama de
fase se mantiene inalterado.

1i. 81 la autoridad monetaria decide incrementar la tasa m,
de my & ms, los agentes sabran que la tasa de inflacidn se incre-—
mentard de modo que pez = m5. Sustituyendo este nuevo valor en
(7}, podremos constatar que, para cada valor K, el valor de (M/F)
debe ser menor. Esto, en el plano fase, se representa con un
desplazamiento hacia abajo de la funcidn (H/P)* = ¢. Como todo lo
demas se mantiene igual, el p;ntm de equilibrio continta siendo

un punto de silla y las variables reales no se alteran.

iti. 51 la autoridad monetaria decide mantener constante la

taza de sinterés nominal, ry, la funcién (H/P)" = @ smeréd de la
forma
(1¢) H/P = (bf -ar} E bp:ﬂ}’ - bz .al.f‘{ gl b;}-r,

obtenida de sustituir (47 en (&).

Fara mantener constante el valor de r, dado K, la'autoridad
monetaria debe saber el nivel de precios gue suponen los agentes,
de modo que pueda suministrar la cantidad de # que mantenaqa
constante la razén (M/P). Los agentes saber esto, por lo que
dudan continuamente =ohre la veracidad de sus expectativas acerca
de la tasa de inftlacidn. PFor ello, la seleccién de r introduce

"inestabilidad" econdmica en el modelo.

£n base a estas tres observaciones, los nuevos economistas
clasicoz afirman que la politica monetaria no atecta las wvaria-—

bl es reales de 1l& economia.



C. Un modelo dinamico con expectativas racionales para la inver-—

a. Supuestos y definiciones.

# Supondremos que el sector productivo en una economia se
divide en dos conjuntos, uno de productores de bienes de consume,
PC, v otro de producteres de bienes de capital, PK, que venden
sus productos en el momento ¢ a los precios de equilibrio p, vy
s —

Supondremos que los PC compran toda su produccién a los FK,
v la utilizan para mantener su nivel de capital o aumentarlo, es
decir, como Iinversién para reposicién de capital, dy.K; o como
inverz16én neta, Ky'. Esto puede escribirse como
12 I, = dy Ky #* Ke'a
donde 4; es la tasa de depreciacion del capital y K;° es la
derivada del capital praoducide en el momento t, K,, con respecto
a t. Notese que, para suponer esto Ultimo, tuvimos que postular
que Ky = Kp(tl.

Supondremos ademis que el indice de precios p, S cCons-
tante.

# lLos PC maximizan ceme empresas: Individuales su beneficio
cuando el 1ngreso marqingl de una unidad de capital adicional
1quala su costo marginal.

Supondremos que los PC toman sus decisiones de 1nversidn
considerando las variaciones rTuturas: en el precio de los nuesvas
bienes de capital, K;, y que las proporciones de uso del capital
pueden wvariarse luego de instalado (tecnoloocia moldeable-moldea-—
Ble). Estns supuestas nos permiten escribir la relacidn de

heneficio marginal nule en el periodo t como



Qe = Pp-FRgpe & g * Gateqpy

La derivada g,  1ndica la garancia por unidad de capital
adquirida en el momento ¢, cuando sea menor el precio q:- E1
término py.Pmggpy indica el valor del producto warginal del capi-
tal en el momento t. Los coeficientes constantes d; y 4, son la
taza de depreciacidn del capital, y la tasa de Interés a la cual
pudo colocarse el dinero gastado en adquirir bienes de capital en
el mumento .

Supondremos que el producto marginal puede escribirse como
uria funcidn lineal, tal que

donde ¢ > @, e > & vy Pmg ¢ X o

-

Far lo tanto, la ecuacidn diferencial
{2 Q@ = (dy + dad.qy =~ ppebe = Kl
nos proporciona el conjunto de puntos (g., K/ para los cuales la
adgquisicion de bienes de capital es dptima en el momento .

* Supondremos que los FPK aumentardn la oferta de =sus
productos en proporcion directa al aumento de los precios rela-—
tivos (q,/py/, puesto que los salarios reominales gque pagan los PK
estan indexados por los precios de los bienes de consumo.

lqualando los usos de los bienes de capital, indicados en
(1), a su Tuncidn de oterta. tenemos

Ke' # dy.BKy = Iyp = a.(quipyl,
donde a & &, Despejando Kt', pademos escribir la ecuacion dife-
rencial
(33 Kt' = - dI‘Kt o+ a.(qt/pf),

Utilizando (2) vy (3}, podemos detinir un sistema no homogeé-—
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neo de ecuaciones diferencialek lineales, que constituyen la base
del modelo a presentar.
b. Equilibrio y estabilidad en el modelo.

Representaremos el sistema

(2D qt’ = (df > d-?)_q% — pt.(c = e.Kt),
(3 K" = = dy.Ky * a.(qe/pyg),
como un diagrama de flujo. Haciendo Gy = C vy Ky’ = 0, tenemos
pPp-(c — e.Ky) Pyp-dy
i T i (e Yy g B =Sl
dl - d-ﬁ_ a
En consecuencia, ¢, ' = 0 tiene pendiente negativa, y K,/ = ¢

la tiene positiva. Puede verificarse gque las derivadas parciales
de ¢;° cvon respecto a g, en (2), y de Ky con respecto a K; en
(3} son la primera positiva vy la segunda negativa. For tanto,
siguiendo las indicaciones del apartado a. de la seccién HBH. del
Capitule IV, puede graficarse el diagrama de fase comp se muestra
en la Grafica VI. 2.. El punto de equilibrio puede reconccerse
coma un puntoe de silla.

c. Efecto de una caida anticipada en la tasa de interés sobre la
inversidn.

51 en =21 momento tn los PC saben que la tasa de interdéds dld
se hara menor en ty, anticiparan un aumento en los precios q; €n
ty;, impulsado pcf la mayor demanda de bienes de capital gque
ocurrira en dicho momento. FPara reducir sus erogaciones al mini-—
ma, los PC comenzaran sus compras de K, desde el momento teys
presionando suavemente al alza los preciaos g+ hasta el valor que
alcanzaran en el momento t;. Luego los precios descenderan hasta
@l nuevo punto de equilibrio. En la Gra&fica VI. 3. puede apire-

ciarse lo indicado.
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D. Un modelo macroeconomico para una economia peguena, exportado—

ra de petrdleo y con tipo de cambio fijo.

En las siguientes p&ginas se intentard una exposicidn resu-—
mida del modelo macroecondmico con régimen de cambio fijo, des-

arrollado por R. Hausmann en su libro Shocks externcs y ajuste

macroecondmico, orientada sélo a ilustrar el uso de los diagramas
de fase para sistemas autdnomos de dos ecuaciones ﬁi%erenciales
no liheale5. For tanto, no debe esperarse encontrar en ellas la
justificacion de todos los supuestos e implicaciones del modelo.
a. Definiciones y supuestos basicos.

a.l. Identidades y funciones del modelo por sectores.

a.1.1. Sector gasto.

La generalidad de los modelos de economia estatico-compara—
tiva estudiados en cursos de pregrado parten de la definicion
contable

GBI = €C +# I = & + BC,
donde GBI es el gasto en bienes y servicios interieres, C es el
gaste de conzumo, I es el gasto de inversiéon., G es el gasto del
gobierno v BC es la balamnmza comercial, compuesta por la diferen-—
cia entre exportacliones e Importaciones de bienes y servicios
producides o wtilirados en el interior de la econamia.

Supaniendo gque

PRNN = GBI,
daonde PHN es el producto nacional neto, puede afirmarse que I es
la inversién neta, esto es, K’', la derivada del capitalk con
respecto al tiempo.

Suponiendo gue



donde PNI es el producto nacional interno, puede afirmarse gue el
valor de la produccidn es contablemente idéntico al ingreso
nominal , puesto que los Propietarios de los factores de produc-—
cidn son los Propietarios de la produccion, cuyo valor perciben
en forma de ingreso como remuneracion factorial. Para expresar
ambas magnitudes en términos reales, suelen deflactarse con
respecto un indice general de precios.

Sobre este marco puede comenrarse la exposicion del modelo
de esta seceidn.

¥ 52 supone que en la econaomia existen das conjuntos de
agentes propietarios de factores de produccion diferentes. Por un
lado, =e establece que las familiaz poseen el capital, K, vy el
trabajo, L. Por otro lado, se postula que el gobierne posee el
derecho de explotacidn economica del petrdéleo.

* Se supone que la produccidn de realizada con trabaio, L, v
capital, K, =e reparte entre b;enes transables en el mercada
internacional , Xys ¥V no transables, Xy- El primer conjunto es
medido en divisas, Y el seqgundo en moneda nacional. For tanto,
el i1ngreso nomiral de las familias, Yy puede escribirse coma

v o= F'T.XT * PN”""’.“."'

Fara unificar las unidades de medida v disponer del ingreso

real, ¥, puede tomarse Como numerario el conjunta de los bienes

transables. Dividienda cada término del sequndo miembro de la

=Rpresion por el indice de precios Pr. podemos escribir

43 y’ = k‘?— * _):Hj Q,
donde g = P?/PN es el precio relativo de los bienes transables v
no transables o tipe de cambio real. Cuando g se hace mayor de un
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momento a otro, se dice que el tipo de cambio real sea ha depre—
ciade. En consecuencia, los bienes transables se than hecho rela-—
tivamente mas caros coan respecto a los no transables del primer
al segundo momento. Cuando ocurre 1o contrario, se dice que el
tipo de cambio real se ha apreciado.

¥ Las faﬁilias utilizan su ingreso, Y, Y Su rigqueza finan-—
ciera real en el momento ¢, Ay, para pagar impuestos al gobierno,
ahorrar y consumir bienes transables vy no transables. Se supane
que no consumen petrdieo.

Definiremos riqueza financiera real de las familias, expre-
sada en unidades de transables, como

A=nlre ep =i + D,
donde #1 es la tenencia neta de moneda local, e el tipo de cam—
hic mominal, que expondremos mas adelante v D el acervo de divi-
sas adquirido por las familias.

Puede escribirse, en forma de restriccidn presupuestaria. el
uso que las familias dan a su ingqreso dispoenible. Gituamos este
concepto en el primer miembrao de la expresion

Ay * ¥ = T = Cy + Cy/qg ¥ Ajs
donde 7 es el impuesto sobre la renta, Gy es el gasto en consumo
de transables, medido en divisas, Cy es el gasto en consuma de no
transables, medido en moneda nacional y A; es la rigueza finan—
ciéra real en el instante posterior 1. Todas las variables fueron
eupresadas en terminos reales, deflactande las nominales por el
indice de precios Fp.

Funcionalmente, podemos definirlas coma

I & ¥y

donde ¢t es la proporcion del ingresc gue se paga al qoblerna,
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= -+

CT Cquc (I_t.)'}-'_( A.?_r

* - +*
Cy = CylLa, (1=td.Y, AT,

1

donde los signos sobre cada variable indican el correspondiente a
la derivada parcial de la funcidon con respecto a ellas, vy

Ay = Ap * Hoy
donde H; es el valor real del ahorro en el momento U.

Siende el ahorro real un fluie a lo largo del tiempo, que
hace mayor o menor el nivel de riqueza financiera real de la
economia, puede decirse que tal nivel es una acumulacidén de los
flujos de ahorro. Si suponemos que el ahorro puede escribirse
coma una funcién continua del tiempo t, de mado que H = HeEd g Y
que puede tomarse su inteagral , podremos escribir

H = A,
le gque implica gue la funcion primitiva de H es la funcidn nivel
de riqueza real. A = A(t}, que como la funcion ahorro, depende
del tiempao, t.

Er base a esto, podemos escribir la ecuacion diferencial ne
lineal

(2} A = B & F=2).0 = Ly = Cﬁ/q.

* Se supone constante el capital K, por lo que
I = K" = 0.
En este modelo no hay inversion.
¥ El Ingreso real del gobierno proviene del producto petro-—
lero, £, v del impuesto sobre la renta, T = .Y, ambas medidos en
términos de transables.

Se supone que la produccion de petroleo na requiere -ni1  de
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capital ni de trabaio, sino de un factor de prnduccibn-especifim
co, propiedad del gobierna, que hemos 1lamado dereche. Ademas, se
supone que su produccion no depende del precio internacional del
petroleo, Pp*,_y que tampoco le afecta. En base a estos supues—
tos, puede escribirse
z = PR X IPy™s

donde PT* es el indice de precios internacional de bienes
transables, v Xp es la produccion petrolera medida en barriles,
que, S8 supone, €s exportada por completo al resto del mundo.

Esta expresién indica la capacidad de importacién que pro-
porciona el producto petrolero, Z, al gobierno.

El gaste real del aoblerna, medido en términos de tran-
zables, se divide en gasto en bienes transables, Gy, ¥ gasto en
no transables, Gy. Tales gastos sGn0 variables exotgenas en el
modela. Llamaremos a la diferencia entre gastos e 1ngresos del

gobierna, €8s decir, a su ahorro (negatival ., Gé6ficit Tiscal, DF, ¥
le representaremos como
(3 DE = Gy Gy/a = T ELY

# Reservamos la presentacion de los supuestos sobre la
balanza comercial hasta el siguiente sub—apartado.
a.?. El sector externo.

+ Se supone gue el tipeo de cambio mnominal. e, e LI s
Sabemos gque este tipo es el factor de conversion de ﬁna divisa a
moneda nacional, por tanto, @l nivel de precios internacionales
de los bienes fransables, dado por el indice PT*, puede expresar—
ce en moneda nacional medi ante

2] i
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Fuesto que la economia del modelo es pequeia, la ley de un
z6lo precio es pertinente: podr& venderse (o comprarse) al resto
del mundo cualquier cantidad de transables al precio internaciag—
nal sin alterarlo. Si hay libertad de comercio, el mercado de
transables siempre se encuentra en equilibrio, puesto que 1la
diferencia entre lo producide y lo demandado se satisface
mediante importaciones, Inm, de modo que

i = Cy + Gy = Xops

éupnndremms que FT* es fijo, v que, cambiando su base, puede

hacérsele igual a la unidad. Con ella, puede escribirse
PT = e.

# Detiniremos la balanza comercial, diferencia entre expor-—-
taciones e importaciones realizadas en la ecaonomia, como
(. BC = 2 =+ Xy = Cp =~ Gy

Fuesto que un valoeor distinto de cero para BC indica
diferencias entre el ingreso nacional , YN, v el gasto de los
residentes en el interior, GRI, podemos escribir

BC = YN — GRI,

donde

GRI = (Cp +# Cylql) + (Gy + Gy/iq).

Fuede notarse que se han restado los gastos de las familias
¥ el gobierno a sus ingresos, por lo gque se han encontrado sue
ahorros. Esto puede escribirse como
&P BE = H = D,
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que nos permite escribir la ecuacidn diferencial no lineal
e PR A" & Xg = Cp * Gylq = E.X.

* Restando a BC la.adquisicidn de activos financieros
externos, 0, que las familias hacen al resto del mundo, se define
1a balanza de pagos, B, gue puede escribirse como

B = BE = .

S5e supone que el resto del mundo no mantiene activos en

moneda nacional.

&. 1.3, El sector produccion.

¥ Be supone que la funcidn de produccitdn de bienes no

transables tiene rendimientos gonstantEE, v que depende solo del
factor trabsjo, Ly, con el cual mantiene una relacidn de la forma
Xy = a-Ly.
81 ge impone la restriccidn a = 1, podemos escribir
(5) Xy = Ly

Consideremos la funcidn de beneficios, b, de los empresarios

b = PH'NH e SOLNC
= EystPyg ~ 82,
Derivando b con respecto a Ly e i1aualandela a O, tendremos

que los empresarios marimizan su beneficio cuando

Este resultado es muy importante. Recordando que

v que
A e PT;PHs
notamos que podemos escribir

‘el q = e/s = Py /Py,



de donde concluimos que en el mndelb propuesto hay un unico .
precio relativo a considerar.

¥ El mercado de no transables est& en equilibrio cuando
72 Xy = Gy * Gy-

¥ La produccidn de bienes transables, X,, reqguiere de traba-
jo, Ly, y capital, K, por lo que podemos escribir su funcidn de
produccidn como

Xy = Kylly, KJ).

5i supone que esta funcidn tiene rendimientos constantes a
escala, v que el capital no varia, la productividad marginal del
trahajo debe ser decreciente.

Fara maximizar su beneficie, los empresarios contrataran
trabajadores hasta que el producto marginal del trabajo se iguale
al =zalario praducfn.por trabajiador., definido como S/PT, donde 3
es el salarioc nominal por trabajador.

81 se escriben las funciones de demanda de trabajo y de
produccidn en funcidn del inverso del salario producto, utili-
zando la igualdad

g = e/5 = PTKPN,
tendremos

|l Ly = Ly(Cq) Ly" > 0

A Ay = Xy lq? Xy X 0.
# Se supone exdqgena la oferta de trabajo, L. Es condicidn
para el equilibrio de pleno empleoc gque se cumpla
(102 L= Ly * Ly,
donde Ly es la demanda de trabajo por productores de bienes

transables y Ly la demanda de trabajo por productores de no
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transables.

Fuede demostrarse gque la tasa instantanea de crecimiento de

(5/e!) puede escribirse como

(S/el 5 € ) q
puesto que e es fIlijo.

lLa condicién de equilibrio dinamico de pleno empleo exige
que dicha tasa sea nula, lo que sucede cuando la tasa de desem—
plec, ##, es igual a la ta=a natura{, . Una manera de expresar de
cudles funciones depende el valor de esta tasa es escribiendo
i (5/el'/(5/e) = FlLy + Ly — LI,
donde F°» & y F(O) = O, Esto implica que, por ejemplo, si
g » Y, el tipo de cambioc real, g, disminuye, es decir, se apre-
CIla.

a.l.4. k£l sector monetario.

51 se supone que, al sumar el balance de activos v pasivos
financieros que el sistema +financierc privado mantiene con las
familias, al balance de pasivos v activos financieros. que las
familias mantienen con dicho sistema, el resultado es nulo, puede
atirmarse gque tales activos no forman parte del rivel de rigueza
agregada reta de los hcogares.

El nivel de riqueza se define como la suma de los activos
acumylados que no tienen una contrapartida que les anule. Supon-
dremos que tales son los componentes de la base monetaria, N,
activeo de los agentes contra el Banco Central, compuesta por las
reservas internacionales, B, acti;o del Hanco Central contra el

exterior, v los creditos al gobierno. L activos del Banco
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Combinando los supuestos anteriores y los del sub-apartado
a.l., pueden definirse cinco funciones de "equilibrio" para este
madelo, identificando las variables independientes y la direcci®n
de sus efectos sobre cada funcidn. FPara identificar la direccitén
de los efectos, se escriben los signos de las derivadas parciales
de la funcidn con respecto a cada variable independiente schre
dicha variable.

Examinemos las funciones.

# Funcidn yy©: equilibrio en el mercado de no transables.

Se sustituye la condicidn de equilibrio (7?2 en la definicién

de ingreso, (1}, obteniéndaose la expresidn
= 7 = * : ‘!‘"

¥ = Xplgqd * Cylqge (I=¥).Y, Al7q + Gy/q.
Esta funcion reune todos los niveles de ingreso para los
cuales el mercado de no transables se encuentra en equilibrio, es

decir, se vacia. Fuede escribirse sintéticamente como

= -

¥ & ¥vCcg, Ay, Gy, €.

% Funcién NHC: equilibrio en el mercado de trabajo.

Fara que e1 mercado de tr&baja se encuentre en equilibrio,
toda la oferta de trabaijo debe ser demandada. For tanto, si se
dispone del nivel de produccidn de bienes transables, v de la
magnitud de la demanda de traﬁaja necesaria para alcanzarlo,
puede comprenderse gue el pleno empleo se alcance cuando el resto
de "la aferta de trabaio sea empleada en la produccitn de no

transables. El conjuntoc de niveles de ingreso para los cuales

esta igualdad se cumpla pueden hallarse mediante la funcion

™ "™

Y = Xy0ql + [L - Lyiqil/q,
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que puede hallarse imponiendo a (5) 1la restriccidn (106}, vy

sustituyendo el resultado en (7). Sintéticamente, puede

bBirsee como
-

yAN = wwCeq, L.
* Funcidn BBC: equilibrio en la balanza comercial.
El equilibrio se consiqgue en aquellos puntos para los
BC = @,

de donde, anulando (4}, se sigue
+ - - - -

BC = Xy(q) - CyLq, (1-%).Y, Al + 2 - G+ = 0O,
T 7 T

o, sintéticamente,
I

BECCyy vy By 2y Gpy ¥ ¥ O
* Funcian DFC: eguilibrio en cuentas fiscales.
Hay eqguilibrio en aquellos puntos donde
DF = 0,

For tanto, anulando (3}, se tiene

+

> - — — —

DF = Gy + Gy/q — 2 - t.¥ = 0,

0, sinteticamente,

B eh, Yo 2, Gy, Gys t = Q.

# Funcien AAC: estacionariedad de la riqueza.

escri-—

que

El rivel de rigueza de los hogares se mantiene invariable =i

A" = H = 4.

For tanto, anul ando (2.1, se tiene
o - — A g S -

A" = Xylql) - Crlge Cl=¥). ¥, AY # Gyla — .Y = 4,

e, en forma sintética,
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T R
AAS(q, Y, A, t, Gy) = O

b. El modelo dinamico.

En el "largo plazo", escribe Hausmann, la ecnnmﬁia esta en
equilibrio si no existen presiones que le hagan cambiar a través
del tiempo.

En este modelo se supone gue existen dos funciones continuas
del tiempo. Ellas son el nivel de salario nominal por trabajador,
5, v el nivel de riqueza de las familias, A'. Por tanto, para que
halla equilibrio, debe ocurrir simul téneamente gque 37 = O v
A" = 0. Ademds, deben alcanzarse todos los equilibrics del moadelo
estatico.

Las cuatro funciones de ecte modelo se obtienen sustituyen-—
do, unas en otras, las cundi&iones de equiligria definidas para
el modelo estatico en el sub-apartado a.2. Como en dicha seccidn,
se escribirdn los signos de las derivadas parciales de cada
funcion con respecto a cada variable independiente sobre dicha
varible. Cuando los efectos directos e indirectos de una varia-—
ble sobre una funcidn son contradictorios, se coloca un signo de
interrogacidn baio la variable, y sobre ella el siano del efecto
que se supane dominante.

Examinemos las funciones.

* Funcion wNE: equilibrio en el mercado de trabaio.

Se cumplird que ' = @ en todos los puntos donde exista
pleno empleo, esto es, scbre la funcion NHC. Fuesto que el merca-—

do de na transable debe estar en equilibrio para gue no existan

tendencias al cambio a "largo plaze", se afirma que &l nivel de
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ingreso de las familias, Y, debe satisfacer simul tdneamente las
condiciones de equilibric en los mercados de trabajo y de no
transables. El mercado de transables, como se ha dicha, %iempre
estd en egquilibrio cuanda héy libertad de comercio. Esto se
consigue igualando las funciones de “corto plazo” NNC v YYC, de

mado que

- #F F -
NWC(q, L) = vYCiq, A, Gy, t),

o, sintéticamente,

R e e

NN C(q. A, Gy. t, L) = 0.

COMO ESta funcidn implica pleno empleo "a large plazo",
todos los puntes que define son tales qua £ = 4.

* Funcion A4t: estacionariedad de la riqgueza.

51 el nivel de riguera no se mantiene constante, provocaréa
aumentos en el consumo que causarian cambios en el "largo plazo".
For lo .tanto, el ahorro debe ser nulo. Esto se consigue sobre la
funcién A44Y. Para garantizar el equilibrio en el mercado de no

transables, debe evaluarse en YFC, por lo que

S VO -
AAL(QI ’q_t GH-"’ ) = 0.
= 2 2

Existe ambiguedad en cuanto a laos signos. Para nuestros
fines, interesa salo explicar su causa con respecto al signo del
efecto de una variacién en 9, dejandose indicados los signos
eécmgldae por Hausman para las variaciones de las demas wvaria-
bles.

El etecto de una depreciacién de G es diterente sobre cada

conjunto de bienes. Sobre los transables causa un aumento en la



produccion, Xy, y una reduccidédn en el consumo, Cy, por lo cual
aumenta el ahorro. (Ocurre lo contraric scbre los no transables.
Hausman supone que el primer efecto domina, y lo demuestra para
el caso ¢t = (.

Come esta funcidn implica estacionariedad del nivel de
riqueza "a largo plazo", todos los puntos que define son tales
que A" = O.

# Funcien BBL: equiiibrim en la balanza comercial.

Existe equilibrio en la balanza comercial cuando

A "largo plazo"”, este equilibric debe ser consistente con el
equilibrioc en el mercado de no trancables, por lo que, sustitu-

vendo ¥¥C en BBL, y escribiendo la expre=sion sintética, tenemos
£ - = A

BBLta, A, Gy, t, 2, Gy¥ = 0.

)

Existe ambiguedad con respecto al signo del efecto de una
variacidn de g. Si suponemos, como en el caso anterior, una
dJepreciacidn de g, aumentaran las exportaciones y el consumo de
bienes transables, siendo el primer efecto pesitive v el segundo
negativae sobre BC. Hausmann demuestra gue el efecto positivo de
la deprecrac:aon predomina.

# Funcion Db equilibrio en las cuentas fiscales.

Se sabe que hay equilibrio fiscal si

DE = .

A "largo plazo", este equilibrio debe ser consistente con el

equilibrio en el mercado de no transables, por lo gque, sustitu-

verdo YvC en DF“, y escribiendo la expresion sintética, tenemos




— — - e e o,

pileq, A, Gy, t, Gr, Z) = 0.

2 v
Fara nuestros fines, no es necesario explicar la causa de
la ambiguedad en los signos de los efectos de Gy v t.
b.2. Equilibrio v estabilidad.
Motemos que, de todas las variables utilizadas en el modelo
dinamico, s6lo son enddgenas el nivel de riqueza de las familias,
A, el salario monetario, 5, y, por tanto, la tasa de cambio real,

G- For tanto, podemos graficar cuatro curvas sobre el plano gA,

correspondientes a las cuatro funciones gue presentamos

. —_ -
(1) WL tg, Ay Gyy €5 L7 = O,
. - -
CLvi ! AAL(Q, A, Gy, t) = 0,
? ? 2
s - - L
(£ii) BE (dy A, By b 25 80 = G,
e e, m et R
(iv} DFLCa, A, Gys ty Gps 2 = 0.

2

De las cuatro funciones presentadas, la primera supone que

o3

= & vy la segunda que A’ = &. Todos los puntas que no son
comprendidos por una de laé dos son puntos donde tales derivadas
son distintas de cero. For tanto, puede considerarse al plano gA
un plano fase, y es posible dibujar un diagrama de fases.
Consideremocs la funcidn (1.
Fuesto que los signos de los efectos de g v A4 scbre el nivel
de emplec, vy, por tanto, scbre la tasza de variacién de 5, son

ambos posrtives. podemos intferir que la curva NNt debe ser mono-
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tonamente decreciente en el plano gA. Afirmamos esto porque 165
efectos peositivos de un aumento en el nivel de riqueza deben ser
compensados exactamente por los efectos rnegatives de una caida en
el valor del tipo de cambio real (apreciacién de G), si el empleo
debe mantenerse al rivel de pleno empleo vy, en consecuencia, se
mantiene la igualdad Funcional 3° = .

Como el efecto de una variacidn de A sobre el nivel de
empleo. es positivo, a la derecha de la curva NNt debe existir
saobre—-emplea. Recordando la relacién

Flly # Ly ~ L) = = g'/yg,
donde F' > &, puede afirmarse que el tipo de cambioc real tenderia
& apreclarse cuando hay sobre-empleo, por lo que su valor se hara
menor .. Esto se representa en el plano fase (Grafica VI. 4_)
trazando una flecha vertical apuntando hacia abajo, a la derecha
de nuk, A la izguierda, la flecha apunta hacia arriba. Ambas
apuntan hacia la funcidn.

Consideremos la funcidn (71},

Fuesto que los signos de los efectos de q v A sobre el
ahorreo y, por tanto. sobre la taza de varfaciaon de A, son contra-—
ries, podemos inferir que la curva A4Y debe ser mondtonamente
creciente en el plano gA. Afirmamos esta norque los efectos
negativos de un aumento en el nivel de riquera deben ser compen-—
sados exactamente por los efectos pezitivo:z de un alza en el
valor del tipo de capbio real (depreciacidn de q), si el nivel de
riqueza debe manternerse al nivel de pleno empleo v, en conse-
cuencia, se mantiene la lqualdad Turncional A = o,

Se ha supuesto que el ahorro, H = A' es una funciodn decre-—

ciente del nivel de riqueza, A, porgue el consumo se incrementa
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cuando se hace mayor dicho nivel. Por tanto, la derivada parcial
de la funcidn A’ con respecto a A4 es negativa. Representamos esto
en el diagrama de fase trazando a ambos lados de la funcién A4t
flechas horizontales que apuntan hacia ella.

Definidos ambos conijuntos de flechas, puede dibujarse una
trayectoria representativa sobre el plano fase. Puede caonstatarse
que es una espiral que converge hacia la interseccién de las
curvas &HL v Aak.

81 el modelo constara sdleo de las funciaones (i) v (i1},
concluiriamos afirmando que el punto de interseccidn de ambas
curvas, E, ez un punto de equilibrio asintéticamente estable, un
punto espiral estable.

Consideremos a continuacidn las curvas para las funciones
(111} vy (iv) en el planag gA4. Revisando en ambas los signos sobre
g v A, vy razonando de manera similar que antes, podemos afirmar
que la curva para BBt debe ser monétonamente creciente, y la
correspondiente a pFt moncdtonamente decreciente. Fuede deducirse.
ademds, gue bajo las curvas BBL v et hay deéeficits en balanza
comercial y en cuentas fiscales.

Representemos las cuatro curvas schre el planc gA (Grafi-
ca VI. 5.). Motemos que AAL, Bt Y it deben cortarse en el mismo
punto, F, puesto que

H' = BB + DF.

Este punto ne tiene que coincidir con el punio espiral
eztable gue hemos hallado. Supongamos que el punto E =se encuentra
bajo las curvas BBL v prk .

Desde cualquier punto en gA, distinto de E, partird una
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trayectoria que tienda al punto e=piral estable cuando # tienda a
infinito. Aun cuando en este punto la rigqueza se mantiene esta—
cionaria y el empleo en el nivel de plenc empleo, hay déficits en
cuentas fiscales y de balanza comercial. En consecuencia, aumen-
tan continuamente los créditos del Hanco Central al gubierné, Lia
Y cae el nivel de reservas internacionales, R.

Aun cuando ninguna fuerza endogena separe al punto en movi-
miento dg su trayectoria hacia E, tal punto es insostenible
economicamente. HBaste indicar que la perdida continua de reservas
impide el mantenimiento de una taza de cambio nowinal, e, fija.

l.os efectos de las politicas fiscales y cambiarias, y de los
Fhocks enternos sobre el valor del producto petrolero, Z, pueden
evaluarse sobre este diagrama. Fara ello, =e mueven todas las
curvas en la direccidén que indiquen los signos sobre la variable
exagena escogida en cada una de ellas. Luego se observa la rela-
cidgn entre los puntos F s E; Y se llega a conclusiones ldgicas
sobre las consecuencias para la economia de los cambios propues—
tos para tales variables.

Esto puede encontrarse detalladamente expuesto en el libro

de Hausmann.



Anexo al Capitulo VI.

Notas sobre la tasa instarntédnea de crecimiento.

Sea la tasa instanténea de crecimiento, Tys de wuna Tuncidn

del tiempo, vy = ¥(t}, la funcidn

Sabiendo
(1) que la derivada con respecto a t del logaritmo neperiano
de una funcidén ¥{t) es de la forma
a T )
—~ilm Flt) = === x
gt ) el & <P,

{2) que la funcidn logaritmo tiene las propiedades

In fa.v? = 1In o + 1p ¢
W In (u/v? = 1ln u — 1n v,
podemos, suponiendo a = u(tl) y v = wv(t), escribir
(1) la tasa de crecirmiento, s de la multiplicacidn
Y = UL,
como
r, = (In 23" = (I g)” + £3n v,

‘\!)'
donde (in v}’ ' se lee como derivada logaritmica de v con
respectao & t. Lo escrito equivale a

r.=s=r,_+p

v u "
{2) la tasa de crecimiento, Tys de la divisién
v o= uly,
como
ry, = (o y)" = (in )’ — fipn w) ",

Y

donde (ln y) ' se lee como derivada logaritmica de y con
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(3)

respecto a t. Lo escrito equivale a

Py * ¥y = Eye

lz tasa de crecimiento. r de Ia =suma

v
y = 0 * v,
como
r, = {In »»* = i fa » gp?,

» ¥

donde (ln yJ)' se lee como derivada logaritmica de y con

respecto a t. Lo escrito conduce a

1
Py & —=——= SLFME)” # @ltd) "2,
u o
Fuesto que r, = F(22"/7F(t), (2" = f(t).r,. Andlogamen-
te, g2’ = g(ti.r,, por lo que puede escribirse
u v
o F Temsmy By W e T
ua * v i o+
{4) la tasa de crecimiento, e de la resta
Y S u - v,
camo
ro ® (i 2" = £ln du — 1) ",
donde {ln yJ)' se lee como derivada logaritmica de v con
respecto a t. l.o escrito conduce a
b
Fig e S A G 2 - U
2 =
Fuesto que r, = () "/ (E), Tit2" = f(¥).r,. Andlogamen-—
te, gt} = g(tl.r,. por lo gue puede escribirse s
u v
gy W SRR il = s o¥ -
it = ¢ U = ¥

Tomado de Chiang, A, 1987, pags. 308-310.

137



Conclusiones.

El estudio de problemas econdmicos requiere de procedimien-—
tos inductivos y deductivos apropiadamente conducidos.

Es sabido que la solucién correcta de un sistema ldgico no
depende de los supuestos que se establezcan, sino del razonamien—
to que se realice a partir de ellos. Por tanto, la solucidn
correcta de un sistema légico construfide con la intencidn de
Expiicar la realidad, sea en la fisica, la biologia ©c la eco-
nomia, puede no permitir explicar lo pasade y, por tanto. no
servir para predecir el futuroe.

Cuando los sistemas ldgicos se construyen es, pues, obliga-
téria partir de los supuestos mas apegados a la realidad que sea
posible proponer. Si nos referimos sélo a la economia, es necesa-
rio cumplir cén dos condiciones. En primer luaar, debe conocsrse
la historia de la sociedad gue desea explicarse, su situacion en
el momento presente y la manera como sus miembros forman sus
expectativas con respecto al futuro. De esta manera se determinan
las variables fundamentales vy la= caracteristicas de sus
relaciones. En segunde lugar, es necesarioc disponer de amplios
conocimientos metodoldgicos que permitan ordenar las variables vy
proponer relaciones operativas utiles entre ellas. Mientras mas
sencillos son los supuestos, menos reales son. Mientras mas
compleios, mas dificiles de incorporar en un medelo.

Puesto gue los modelos se construyen para explicar el pasado
v predecir el future, es necesario gue se hagan supuestos ex—
plicitos sobre la consideracidon del tiempe en su estructura, vy

que esta xsea comprendida. Augusto Compte quizas incluiria al



tiempo dentro del coniunto de lo incognoscible, alejando a los
"cientificoe sociales" del estudio de su esencia. Ciertamente, su
definicidn puede ser imposible, pero guien pretende cambiar
algiin aspecto del munao debe hacerse con una Iidea del tiempo que
le permita incorporarlo a sus estudios sin la incomodidad que
representa aceptar algo inexplicado al intentar una explicacidn.

Una concepcién del tiempo que haga util un modelo econamico
dindmico quizas debe ser diferente a la implicita en las paginas
anteriores: el tiempo pueds tratarse camo una sucesién Iinfinita
de puntos sobre una linea. que nanteniene una relacion biunfvoca
con el conjunto de los numeros reales ¥ zobre la cual puede
escogerse un punto “arbitraric, Ilamade €. para determinar urn
momentoe inicial. Esta preposicidan, que ha sido afortunada para
el estudio de los movimientos de los astros, socmetidos al mismo
cistema de fuerzas durante millones de afos, puede ser muy per ju—
dicial para el estudic de la relaciones econédmicas, sometidas a
fuerzas siempre, v con frecuencia arbitrariamente, cambiantes: la
promesa de retornar al equiiibrio dinamico en un tiempo infinito,
ceteris paribus, no parece ser la mas alentadora para sostener un
"equilibric" social.

De la misma manera, disponer de un concepto de tiempo apro—
piado es fundamental para un uso correcto de las teorias economeée-
tricas vy otros medios de contrastacion empirica.

Existen graves peligros para quien pretenda inducir compor-—
tamientos en sistemas reales teniendo como base sistemas Idgicos.
Suponiendo qué estos se encuentren bien formulados en términos de
la razon, un error en la escogencia de los supuestos o en la con-—

trastaciédn de las proposiciones puede conducir & una catastrofe.
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